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10 Troche matematyki

10.1 Podzielnosc¢ liczb



10 Troche matematyki

10.1 Podzielnosc¢ liczb

e /bidr liczb catkowitych zwykle oznaczamy

Z=1{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}



10 Troche matematyki

10.1 Podzielnosc¢ liczb

e a zbidr liczb naturalnych

N=1{0,1,2,3,...)



10 Troche matematyki

10.1 Podzielnosc¢ liczb

e Dla danych liczb catkowitych a i b méwimy, ze liczba b jest
podzielna przez a lub, ze liczba a dzieli liczbe b, jezeli istnieje
taka liczba catkowita d, ze b = ad. Liczbe a nazywamy

dzielnikiem liczby b, a fakt ten zapisujemy a/|b.



e Kazda liczba b > 1 ma co najmniej dwa dzielniki dodatnie: 1 i
b.



e Dzielnikiem nietrywialnym liczby b nazywamy dzielnik dodatni

rozny od 1 i b.



e Liczba pierwsza to liczba wieksza od 1 nie majaca innych

dzielnikow dodatnich niz 1 i ona sama.



e Liczba majaca co najmniej jeden nietrywialny dzielnik jest

liczba ztozona.



10.2 Twierdzenie o rozktadzie na czynniki pierwsze

Kazda liczba naturalna n moze by¢ przedstawiona jednoznacznie (z
doktadnoscia do kolejnosci czynnikéw) jako iloczyn liczb

pierwszych.



10.2 Twierdzenie o rozktadzie na czynniki pierwsze

Kazda liczba naturalna n moze by¢ przedstawiona jednoznacznie (z
doktadnoscia do kolejnosci czynnikéw) jako iloczyn liczb

pierwszych.

Zwykle taki rozktad zapisujemy jako iloczyn odpowiednich poteg réznych

liczb pierwszych, np.

6600 = 2°-3-5%.11



10.3 WHtasnosci relacji podzielnosci



10.3 WHtasnosci relacji podzielnosci

e Jesli alb i c jest dowolng liczbg catkowity, to albe.



10.3 WHtasnosci relacji podzielnosci

e Jesli albi b|c, to alc



10.3 WHtasnosci relacji podzielnosci

o Jeslialbi alc, to alb £ c



10.3 WHtasnosci relacji podzielnosci

e Jesli liczba pierwsza p dzieli ab, to p|a lub p|b



10.3 WHtasnosci relacji podzielnosci

e Jesli m|a i n|a oraz m i n nie maja wspdlnych dzielnikéw

wiekszych od 1, to mnla



10.4 Najwiekszy wspolny dzielnik — NW D(a, b)



10.4 Najwiekszy wspolny dzielnik — NW D(a, b)

Najwiekszy wspolny dzielnik, NWW D(a,b), dla danych dwéch
liczb catkowitych (nie bedacych jednocze$nie zerami), to

najwieksza liczba catkowita d bedaca dzielnikiem zaréwno a,
jak i b.



10.4 Najwiekszy wspolny dzielnik — NW D(a, b)

Przyktad:

NWD(12,18) = NWD(2°-3,2-3%) =6



10.5 Najmniejsza wspoélna wielokrotnos¢ — NW W (a, b)



10.5 Najmniejsza wspoélna wielokrotnos¢ — NW W (a, b)

Najmniejsza wspdlna wielokrotnos¢, NW W (a,b), to
najmniejsza dodatnia liczba catkowita, ktora dzielg a i b.
NWW((a,b) =a-b/NWD(a,b)



10.5 Najmniejsza wspoélna wielokrotnos¢ — NW W (a, b)

Przyktad:

NWW (12,18) = 36 = 12 - 18/ NW D(12, 18)



10.6 Liczby wzglednie pierwsze



10.6 Liczby wzglednie pierwsze

Liczby a i b s3 wzglednie pierwsze jezeli NW D(a,b) = 1, tzn.

liczby a i b nie maja wspdlnego dzielnika wiekszego od 1.



10.6 Liczby wzglednie pierwsze

Przyktad:
NW D(841,160) =1

zatem liczby 841 i 160 s3 wzglednie pierwsze



10.7 Algorytm Euklidesa

e Dla a > b, dzielimy a przez b otrzymujac iloraz gy i reszte 1,

tzn.
a=qb+r,

e w nastepnym kroku b gra role a, zas ry gra role b:
b= qar1 + 2.

e Postepowanie to kontynuujemy dzielgc kolejne reszty,
ri—2 = ¢iTi—1 + T4,
az do momentu kiedy otrzymamy reszte, ktéra dzieli

poprzednig reszte.

e Ostatnia niezerowa reszta jest NW D(a,b).



10.7 Algorytm Euklidesa

e Dla a > b, dzielimy a przez b otrzymujac iloraz gy i reszte rq,
tzn.

a=qb+ 1,



10.7 Algorytm Euklidesa

e w nastepnym kroku b gra role a, zas 1 gra role b:

b= qory + ro.



10.7 Algorytm Euklidesa

e Postepowanie to kontynuujemy dzielgc kolejne reszty,
Ti—2 = ¢iTi—1 + T4,
az do momentu kiedy otrzymamy reszte, ktéra dzieli

poprzednig reszte.



10.7 Algorytm Euklidesa

e Ostatnia niezerowa reszta jest NW D(a,b).



Przyktad:
Obliczmy NW D(841,160)



Przyktad:
Obliczmy NW D(841, 160)

a

q
841 = 5 - 160 + 41



Przyktad:
Obliczmy NW D(841, 160)

a q b r
841 = 5 160 + 41
160 = 3 41 + 37



Przyktad:
Obliczmy NW D(841, 160)

a q b r
841 = 5 160 + 41
160 = 3 41 + 37

41 = 1 37 + 4



Przyktad:
Obliczmy NW D(841, 160)

a q b r
841 = 5 160 + 41
160 = 3 41 + 37

41 = 1 37 + 4
37 =9 4 + 1



Przyktad:
Obliczmy NW D(841, 160)

a q b r
841 = 5 160 + 41
160 = 3 41 + 37

41 = 1 37 + 4
37 =9 4 + 1
4 = 4 I + 0



Przyktad:
Obliczmy NW D(841, 160)

a q b r
841 = 5 160 + 41
160 = 3 41 + 37

41 = 1 37 + 4
37 =9 4 + 1
4 = 4 I + 0

Poniewaz NW D(841,160) = 1, to liczby 841 i 160 s3 wzglednie

plerwsze.



Przyktad:
Obliczmy NW D(841, 160)

a q b r
841 = 5 160 + 41
160 = 3 41 + 37

41 = 1 37 + 4
37 =9 4 + 1
4 = 4 I + 0

Poniewaz NW D(841,160) = 1, to liczby 841 i 160 s3 wzglednie

plerwsze.

Algorytm Euklidesa pozwala znalez¢ NW D(a,b) w czasie
wielomianowym (dla @ > b, O(In*(a)))



10.8 Twierdzenie o superpozycji

Najwiekszy wspdlny dzielnik dwdch liczb moze by¢ przedstawiony
w postaci kombinacji liniowej tych liczb ze wspdtczynnikami

catkowitymi:
NW D(a,b) = xa + yb

przy czym liczby x i y mozna znalezé w czasie O(In*(a)).



W poprzednim przyktadzie NW D(841,160) = 1. Korzystajac z
ciggu réwnosci w algorytmie Euklidesa (idac w przeciwna strone)

otrzymujemy



W poprzednim przyktadzie NW D(841,160) = 1. Korzystajac z
ciggu réwnosci w algorytmie Euklidesa (idac w przeciwna strone)

otrzymujemy

1=37-9-4



W poprzednim przyktadzie NW D(841,160) = 1. Korzystajac z
ciggu réwnosci w algorytmie Euklidesa (idac w przeciwna strone)

otrzymujemy

1=37—-9-4=237—9(41 —1-37)



W poprzednim przyktadzie NW D(841,160) = 1. Korzystajac z
ciggu réwnosci w algorytmie Euklidesa (idac w przeciwna strone)

otrzymujemy

1=37—-9-4=237—9(41 —1-37)
—10-37—19-41



W poprzednim przyktadzie NW D(841,160) = 1. Korzystajac z
ciggu réwnosci w algorytmie Euklidesa (idac w przeciwna strone)

otrzymujemy

1=37-9-4=37—-9(41—1-37)
—10-37—9-41 = 10(160 — 3 -41) — 9 - 41



W poprzednim przyktadzie NW D(841,160) = 1. Korzystajac z
ciggu réwnosci w algorytmie Euklidesa (idac w przeciwna strone)

otrzymujemy

1=37-9-4=237—9(41 —1-37)
—10-37—9-41 = 10(160 — 3 -41) — 9 - 41
— 10160 — 39 - 41



W poprzednim przyktadzie NW D(841,160) = 1. Korzystajac z
ciggu réwnosci w algorytmie Euklidesa (idac w przeciwna strone)

otrzymujemy

1=37-9-4=37—-9(41—1-37)
—10-37—9-41 = 10(160 — 3 -41) — 9 - 41
—=10-160 — 39 -41 = 10 - 160 — 39 - (841 — 5 - 160)



W poprzednim przyktadzie NW D(841,160) = 1. Korzystajac z
ciggu réwnosci w algorytmie Euklidesa (idac w przeciwna strone)

otrzymujemy

1=37-9-4=37—-9(41—1-37)
—10-37—9-41 = 10(160 — 3 -41) — 9 - 41
—=10-160 — 39 -41 = 10 - 160 — 39 - (841 — 5 - 160)
— —39 - 841 + 205 - 160



W poprzednim przyktadzie NW D(841,160) = 1. Korzystajac z
ciggu réwnosci w algorytmie Euklidesa (idac w przeciwna strone)

otrzymujemy

1=37-9-4=37—-9(41—1-37)
—10-37—9-41 = 10(160 — 3 -41) — 9 - 41
—=10-160 — 39 -41 = 10 - 160 — 39 - (841 — 5 - 160)
— —39 - 841 + 205 - 160

LZatem: x = -39, y =205



10.9 Rozszerzony algorytm Euklidesa

Rozszerzony algorytm Euklidesa znajduje zarowno najwiekszy
wspélny dzielnik NW D(a,b) liczb a i b jak i liczby x i iy bedace

wspotczynnikami kombinacji liniowe]

NW D(a,b) = xa + yb



Przyporzadkowania w algorytmie:
qg=la/bl, r<+ a—qb, a < b, b+,

Xr<—To—qr1, T2 < T1, X1 < X,

Y<—Y2—qys, Y2<—Yi, Y1Y



Przyporzadkowania w algorytmie:

q=la/b],

r < a— qb, a + b, b <+ r,
X <— Ty —qxy, To < T, xr1 < T,
Y<—Y2 —qyi, Y2 <Y1, Y1<Y
q |7 |a | D Ty | T1 Yo Yy U1
841|160 — 1 0 — 1




Przyporzadkowania w algorytmie:

q=la/b],

r < a — qb, a < b, b+,
Xr<—To—qr1, T2 < T1, X1 < X,
Y<—Y2—qys, Y2<—Yi, Y1Y
q |l | a | b To | T1 Yy Y2 Y1
8411160| — 1 O —




Przyporzadkowania w algorytmie:
qg=la/bl, r<+ a—qb, a < b, b+,

Xr<—To—qr1, T2 < T1, X1 < X,

Y<—Y2—qys, Y2<—Yi, Y1Y

q r a b T o 1 Y Yo

8411160 — 1 O] —

5 41




Przyporzadkowania w algorytmie:
qg=la/bl, r<+ a—qb, a < b, b+,

Xr<—To—qr1, T2 < T1, X1 < X,

Y<—Y2—qys, Y2<—Yi, Y1Y

q r a b T o 1 Y Yo

8411160 — 1 O] —

5| 41160




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
X <— Ty —qxy, To < T, xr1 < T,
Y <— Y2 — qy1, Y2 < Y1, Y1 <Y

q |l | a | b r | T2 | X1 Yy Y2 Y1
841160 - 1 0 —

411160| 41




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
X <— Ty —qxy, To < T, xr1 < T,
Y <— Y2 — qy1, Y2 < Y1, Y1 <Y

q |l | a | b r | T2 | X1 Yy Y2 Y1
841160 - 1 0 —

411160| 41 1




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
X <— Ty —qxy, To < T, xr1 < T,
Y <— Y2 — qy1, Y2 < Y1, Y1 <Y

q |l | a | b r | T2 | X1 Yy Y2 Y1
841160 - 1 0 —

411160| 41 1 0




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
X <— Ty —qxy, To < T, xr1 < T,
Y <— Y2 — qy1, Y2 < Y1, Y1 <Y

q |l | a | b r | T2 | X1 Yy Y2 Y1
841160 - 1 0 —

411160| 41 1 0 1




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a < b, b+,
T4 X9 — qr1, To < X1, T4 T,
Y<—Y2 —qyrs, Y2 Y1, Y1Y

qg || |a | b T2 | 1 || Y | Y2 Y1
841|160 1 0 —
5( 41(160| 41 0 L|| —5




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a < b, b+,
T4 X9 — qr1, To < X1, T4 T,
Y<—Y2 —qyrs, Y2 Y1, Y1Y

qg || |a | b T2 | 1 || Y | Y2 Y1
841|160 1 0 —
5( 41(160| 41 0 L|| —5




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a < b, b+,
T4 X9 — qr1, To < X1, T4 T,
Y<—Y2 —qyrs, Y2 Y1, Y1Y

qg || |a | b T2 | 1 || Y | Y2 Y1
841|160 1 0 —

5( 41(160| 41 0 1|| =5 —5




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a < b, b+,
T4 X9 — qr1, To < X1, T4 T,
Y<—Y2 —qyrs, Y2 Y1, Y1Y
qg || |a | b T2 | 1 || Y | Y2 Y1
841|160 1 O — 1
5( 41(160| 41 0 1|| =5 —5
3




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T 4 Xo — qX1, To < Ty, X1,
Yy<—Y2—4qyr, Y2<—Y1, Y1 <Y
r | a | b T2 | T1 Yy Y2 Y1
8411160 — 1 0 — 1
41 1160| 41 0 1{| -5 —9
37




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T 4 Xo — qX1, To < Ty, X1,
Yy<—Y2—4qyr, Y2<—Y1, Y1 <Y
r | a | b T2 | T1 Yy Y2 Y1
8411160 — 1 0 — 1
41 1160| 41 0 1{| -5 —9
37| 41




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T 4 To— qr1, To < T1, T4,
Yy<—¥Y2—qyr, Y2<—Y1, Y1Y
r | a | b T2 | 1 Yy Y2 Y1
841|160 — 1 0 — 1
41160 | 41 0 1| —9 —9
37| 41| 37




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y
r | a | b r | T2 | T Yy Y2 Y1
841 160| — 1 O — 1
411160 | 41 1 0 L|| —5 —9
37| 41| 37| -3




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y
r | a | b r | T2 | T Yy Y2 Y1
841 160| — 1 O — 1
411160 | 41 1 0 L|| —5 —9
37| 41| 37| -3 1




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y
r | a | b r | T2 | T Yy Y2 Y1
841 160| — 1 O — 1
411160 | 41 1 0 L|| —5 —9
37| 41| 37| -3 1| -3




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y
r | a | b r | T2 | T Yy Y2 Y1
841 160| — 1 O — 1
411160 | 41 1 0 L|| —5 —9
37| 41| 37| -3 1| —3| 16




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y
r | a | b r | T2 | T Yy Y2 Y1
841 160| — 1 O — 0 1
411160 | 41 1 0 1|| —5 1 —9
37| 41| 37| -3 1| —3| 16| -5




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y
r | a | b r | T2 | T Yy Y2 Y1
841 160| — 1 O — 0 1
411160 | 41 1 0 1|| —5 1 —9
37| 41| 37| -3 1 =3| 16| —-5| 16




Przyporzadkowania w algorytmie:
qg=la/bl, r<+ a—qb, a < b, b+,

Xr<—To—qr1, T2 < T1, X1 < X,

Y<—Y2—qys, Y2<—Yi, Y1Y

q r | a b T | xo 1 Y

8411160 — 1 O] —

5l 411160 | 41 1 0 Ly —o

31 37| 41| 37| -3 1y -3 16




Przyporzadkowania w algorytmie:
qg=la/bl, r<+ a—qb, a < b, b+,

Xr<—To—qr1, T2 < T1, X1 < X,

Y<—Y2—qys, Y2<—Yi, Y1Y

q r | a b T | xo 1 Y

8411160 — 1 O] —

5l 411160 | 41 1 0 Ly —o

31 37| 41| 37| -3 1y -3 16




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T 4 To — qTi, To < T, T X,
Yy<—Y2—4qyr, Y2<—Y1, Y1 <Y
rla | b T | r2 | 21 || Y | Y2 Y1
841160 | — 1 0 — 0 1
411160 | 41 1 0 L|| =5 1 —9
37| 41| 37| -3 1| —3| 16| =5 16
4| 37




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,

T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y

r | a | b r | T2 | T Yy Y2 Y1

841 160| — 1 O — 0 1

411160 | 41 1 0 1|| —5 1 —9

37| 41| 37| -3 1| —3| 16| -5 16
41 37| 4




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,

T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y

r | a | b r | T2 | T Yy Y2 Y1

841 160| — 1 O — 0 1

411160 | 41 1 0 1|| —5 1 —9

37| 41| 37| -3 1| —3| 16| -5 16
41 37| 4 4




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,

T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y

r | a | b r | T2 | T Yy Y2 Y1

841 160| — 1 O — 0 1

411160 | 41 1 0 1|| —5 1 —9

37| 41| 37| -3 1| —3| 16| -5 16
41 37| 4 41 -3




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,

T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y

r | a | b r | T2 | T Yy Y2 Y1

841 160| — 1 O — 0 1

411160 | 41 1 0 1|| —5 1 —9

37| 41| 37| -3 1| —3| 16| -5 16
41 37| 4 41 —3 4




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y
r | a | b r | T2 | T Yy Y2 Y1
841 160| — 1 O — 0 1
411160 | 41 1 0 1|| —5 1 —9
37| 41| 37| -3 1| —3| 16| -5 16
41 37| 4 41 —3 41 —21




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y
q |l | a | b r | T2 | X1 Yy Y2 Y1
841 160| — 1 O — 0 1
5| 41(160| 41 1 0 1| —5 1 —9
3| 37| 41| 37| -3 1| —3| 16| -5 16
Ly 4| 37| 4 41 —3 41 —21 16




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y
q |l | a | b r | T2 | X1 Yy Y2 Y1

841 160| — 1 O — 0 1

5| 41(160| 41 1 0 1| —5 1 —9

3| 37| 41| 37| -3 1| —3| 16| -5 16

Ly 4| 37| 4 41 —3 41 —21 16| —21




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T4 Ty —Qqr1, X9 X1, T4 T,
Yy<—¥Y2—qyr, Y2<—Y1, Y1Y
g ||r|a b x|® |z |y | Y2 | ®N
841160 | — 1 O — 0 1
5| 411160| 41 1 0 L|| =5 1 -5
3| 37| 41| 37| -3 1| —3|| 16| -5 16
1 41 37| 4 41 -3 4| —21 16| —21
9




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y
q |l | a | b r | T2 | X1 Yy Y2 Y1
841 160| — 1 O — 0 1
5| 41(160| 41 1 0 1| —5 1 —9
3| 37| 41| 37| -3 1| —3| 16| -5 16
Ly 4| 37| 4 41 —3 41 —21 16| —21
91 1




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y
q |l | a | b r | T2 | X1 Yy Y2 Y1
841 160| — 1 O — 0 1
5| 41(160| 41 1 0 1| —5 1 —9
3| 37| 41| 37| -3 1| —3| 16| -5 16
Ly 4| 37| 4 41 —3 41 —21 16| —21
91 1| 4




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y
q |l | a | b r | T2 | X1 Yy Y2 Y1
841 160| — 1 O — 0 1
5| 41(160| 41 1 0 1| —5 1 —9
3| 37| 41| 37| -3 1| —3| 16| -5 16
Ly 4| 37| 4 41 —3 41 —21 16| —21
91 1| 4| 1




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y
q |l | a | b r | T2 | X1 Yy Y2 Y1
841 160| — 1 O — 0 1
5| 41(160| 41 1 0 1| —5 1 —9
3| 37| 41| 37| -3 1| —3| 16| -5 16
Ly 4| 37| 4 41 —3 41 —21 16| —21
91 1| 4| 1| -39




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y
q |l | a | b r | T2 | X1 Yy Y2 Y1
841 160| — 1 O — 0 1
5| 41(160| 41 1 0 1| —5 1 —9
3| 37| 41| 37| -3 1| —3| 16| -5 16
Ly 4| 37| 4 41 —3 41 —21 16| —21
91 1| 4| 1| -39 4




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+,
T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y
q |l | a | b r | T2 | X1 Yy Y2 Y1
841 160| — 1 O — 0 1
5| 41(160| 41 1 0 1|l —95 1 —9
3| 37| 41| 37| -3 1| —3| 16| -5 16
Ly 4| 37| 4 41 —3 41 —21 16| —21
91 1| 4| 1| -39 41 —39




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+,
T 4 To —qr1, To <4 T1, X1,
Yy<—Y2—4qyr, Y2<—Y1, Y1 <Y
q |7 |a|b T2 | T1 || Y | Y2 | N

841 160| — 1 Off — 0 1

5| 41]|160| 41 0 1|| —5 1 —5

3| 37| 41| 37| -3 1| -3 16| -5 16

1| 4| 37| 4 41 —3 41 —21 16| —21
9 1| 4| 1| -39 41 =39 205




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+ r,
T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y
q |l | a | b r | T2 | X1 Yy Y2 Y1
841 160| — 1 O — 0 1
5| 41(160| 41 1 0 1| —5 1 —9
3| 37| 41| 37| -3 1| —3| 16| -5 16
Ly 4| 37| 4 41 —3 41 —21 16| —21
91 1| 4| 1| -39 41 =39 205| —21




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+,
T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y
q |l | a | b r | T2 | X1 Yy Y2 Y1

841 160| — 1 O — 0 1

5| 41(160| 41 1 0 1|l —95 1 —9

3| 37| 41| 37| -3 1| —3| 16| -5 16

Ly 4| 37| 4 41 —3 41 —21 16| —21

91 1| 4| 1| -39 41 =39 205| —21| 205




Przyporzadkowania w algorytmie:

qg=la/bl, r<+ a—qb, a <+ b, b+,
T 4 To —qr1, To < X1, T X,
Y<—Y2—4qYyr, Y2<—Y, Y1 <Y
q |l | a | b r | T2 | X1 Yy Y2 Y1

841 160| — 1 O — 0 1

5| 41(160| 41 1 0 1|l —95 1 —9

3| 37| 41| 37| -3 1| —3| 16| -5 16

Ly 4| 37| 4 41 —3 41 —21 16| —21

91 1| 4| 1| -39 41 =39 205| —21| 205

/ ostatniego wiersza odczytujemy:
NW D(841,160) =1 = —39 - 841 4 205 - 160




10.10 Kongruencje

Dla danych trzech liczb catkowitych a, b i m mowimy, ze liczba a
przystaje do liczby b modulo m i piszemy a = b (mod m), gdy
réznica a — b jest podzielna przez m. Liczbe m nazywamy

modutem kongruencji.



10.10 Kongruencje

Dla danych trzech liczb catkowitych a, b i m mowimy, ze liczba a
przystaje do liczby b modulo m i piszemy a = b (mod m), gdy
réznica a — b jest podzielna przez m. Liczbe m nazywamy

modutem kongruencji.

Przyktady:

27=7 (mod 5) bo 27—7=4-5
27 =2 (mod 5) bo 27T—2=5-5
—8=7 (mod5) bo —-8—-7=-3-5



Wtasnosci kongruencji:
e a =a (mod m)
e o =0b (mod m) wtedy i tylko wtedy, gdy b = a (mod m)

e Jeslia=0b (mod m) oraz b = ¢ (mod m), to a = ¢ (mod m)

e JeSlia=b (mod m)ic=d (mod m),toat+c=b+d
(mod m) oraz ac = bd (mod m)
Kongruencje wzgledem tego samego modutu mozna dodawac,

odejmowac i mnozyC stronami.

e Jeslia=b (mod m), to a =b (mod d) dla kazdego dzielnika
d|m
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e Jeslia=0b (mod m) oraz b = ¢ (mod m), to a = ¢ (mod m)

e JeSlia=b (mod m)ic=d (mod m),toat+c=b+d
(mod m) oraz ac = bd (mod m)
Kongruencje wzgledem tego samego modutu mozna dodawac,

odejmowac i mnozyC stronami.

e Jeslia=b (mod m), to a =b (mod d) dla kazdego dzielnika
d|m



Wtasnosci kongruencji:

e ¢ =0b (mod m) wtedy i tylko wtedy, gdy b = a (mod m)



Wtasnosci kongruencji:

e JeSlia=0b (mod m) oraz b = ¢ (mod m), to a = ¢ (mod m)



Wtasnosci kongruencji:

e JeSlia=b (mod m)ic=d (modm),toatc=b+d
(mod m) oraz ac = bd (mod m)

Kongruencje wzgledem tego samego modutu mozna dodawac,

odejmowac i mnozyC stronami.



Wtasnosci kongruencji:

e Jeslia=b (mod m), to a =b (mod d) dla kazdego dzielnika
d|m



e JeSlia=0b (mod m), a=0b (mod n), oraz m i n sa wzglednie

pierwsze, to a = b (mod mn)



e Dla ustalonej liczby m, kazda liczba przystaje modulo m do

jednej liczby zawartej pomiedzy O i m — 1.



10.11 Twierdzenie o odwrotnosci

Liczbami a, dla ktérych istnieje liczba b taka, ze ab =1 (mod m),
sg doktadnie te liczby a, dla ktérych NW D(a,m) = 1. Taka liczba

odwrotna b = a~! moze by¢ znaleziona w czasie O(In*(m)).
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odwrotna b = a~! moze by¢ znaleziona w czasie O(In*(m)).

Przyktad:
Poniewaz NW D(841,160) = 1, to istnieje liczba
160~ (mod 841).
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Liczbami a, dla ktérych istnieje liczba b taka, ze ab =1 (mod m),

sg doktadnie te liczby a, dla ktérych NW D(a,m) = 1. Taka liczba

1

odwrotna b = a~! moze by¢ znaleziona w czasie O(In*(m)).

Przyktad:
Poniewaz NW D(841,160) = 1, to istnieje liczba
160~ (mod 841).

Liczbe te mozna obliczy¢ za pomocg rozszerzonego algorytmu Euklidesa.



10.11 Twierdzenie o odwrotnosci

Liczbami a, dla ktérych istnieje liczba b taka, ze ab =1 (mod m),

sg doktadnie te liczby a, dla ktérych NW D(a,m) = 1. Taka liczba

1

odwrotna b = a~! moze by¢ znaleziona w czasie O(In*(m)).

Przyktad:
Poniewaz NW D(841,160) = 1, to istnieje liczba
160~ (mod 841).

Liczbe te mozna obliczy¢ za pomocg rozszerzonego algorytmu Euklidesa.

Poniewaz
1 =—39-841+ 205 - 160, to 205 - 160 = 1 (mod 841),
a wiec 16071 (mod 841) = 205.



10.12 Mate twierdzenie Fermata

Niech p bedzie liczbg pierwsza. Wtedy kazda liczba a speftnia
kongruencje a? = a (mod p) i kazda liczba a niepodzielna przez p
spetnia kongruencje

a1 =1 (mod p).



10.12 Mate twierdzenie Fermata

Niech p bedzie liczbg pierwsza. Wtedy kazda liczba a speftnia
kongruencje a? = a (mod p) i kazda liczba a niepodzielna przez p

spetnia kongruencje
a?P~t =1 (mod p).

Liczba 1231 jest liczbg pierwsza i NW D(1231,5871) = 1, wiec
58711230 = 1 (mod 1231)



10.13 Chinskie twierdzenie o resztach

Jesli liczby mq, mso, ..., mj s3 parami wzglednie pierwsze, tzn.
NWD(m;,m;) =1dla ¢ # j, wtedy uktad kongruencji

r = a; (mod mq)
r = az (mod ms)
r = ar (mod myg)

ma wspolne rozwigzanie modulo m = mims ... my.



Przyktad:

r = 1 (mod 11)
r = 2 (mod 12)
r = 3 (mod 13)



Przyktad:

r = 1 (mod 11)
r = 2 (mod 12)
r = 3 (mod 13)

Niech M; = m/m; bedzie iloczynem wszystkich modutéw z wyjatkiem
i-tego. Wtedy NW D(m;, M;) = 1, a wiec istnieje taka liczba NV;, ze
M;N; =1 (mod m;), wtedy wspdlnym rozwigzaniem modulo m jest

r =) .a;M;N;. Dla kazdego 7 wszystkie sktadniki sumy poza i-tym s3
podzielne przez m;, gdyz m;|M; dla j # i zatem dla kazdego i mamy

r = CLZM@NZ = Q; (mod mz)



W naszym przyktadzie mamy:

a1 =1, ap = 2, ag = 3,

m1 = 11, me =12, mg =13, m = 1716,
My =156, My = 143, Mg = 132.



W naszym przyktadzie mamy:

a1 =1, ap = 2, ag = 3,

m1 = 11, me =12, mg =13, m = 1716,
My =156, My = 143, Mg = 132.

Aby znalez¢ wspdlne rozwigzanie tego uktadu kongruencji nalezy znalez¢
liczby V; bedace odwrotnosciami liczb M; modulo m,;. W tym celu
mozemy uzyC algorytmu Euklidesa. W wyniku otrzymujemy liczby:
N1 =6, Npo =111 N3 =T.
Zatem wspdlnym rozwigzaniem jest
r=1-6-156+2-11-143+3-7-132 (mod 1716)

= 1706 (mod 1716).



W naszym przyktadzie mamy:

a1 =1, ap = 2, ag = 3,

m1 = 11, me =12, mg =13, m = 1716,
My =156, My = 143, Mg = 132.

Aby znalez¢ wspdlne rozwigzanie tego uktadu kongruencji nalezy znalez¢
liczby V; bedace odwrotnosciami liczb M; modulo m,;. W tym celu
mozemy uzyC algorytmu Euklidesa. W wyniku otrzymujemy liczby:
N1 =6, Npo =111 N3 =T.
Zatem wspdlnym rozwigzaniem jest
r=1-6-156+2-11-143+3-7-132 (mod 1716)

= 1706 (mod 1716).

W tym przyktadzie widag, ze liczba —10 daje takie reszty zatem
r = —104 1716.



10.14 Funkcja Eulera

Dla n > 1, niech ¢(n) bedzie liczba tych nieujemnych liczb b
mniejszych od n, ktére sg wzglednie pierwsze z n. Funkcja ¢(n)

nazywa sie funkcja Eulera.
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mniejszych od n, ktére sg wzglednie pierwsze z n. Funkcja ¢(n)

nazywa sie funkcja Eulera.

Funkcja Eulera ¢ jest ,multiplikatywna”, tzn. ¢(mn) = ¢(m)p(n),
jesli tylko NW D(m,n) = 1.



10.14 Funkcja Eulera

Dla n > 1, niech ¢(n) bedzie liczba tych nieujemnych liczb b
mniejszych od n, ktére sg wzglednie pierwsze z n. Funkcja ¢(n)

nazywa sie funkcja Eulera.

Funkcja Eulera ¢ jest ,multiplikatywna”, tzn. ¢(mn) = ¢(m)p(n),
jesli tylko NW D(m,n) = 1.

10.15 Twierdzenie Eulera

Jesli NWD(a,m) =1, to a®™) =1 (mod m).



10.14 Funkcja Eulera

Dla n > 1, niech ¢(n) bedzie liczba tych nieujemnych liczb b
mniejszych od n, ktére sg wzglednie pierwsze z n. Funkcja ¢(n)

nazywa sie funkcja Eulera.
Funkcja Eulera ¢ jest ,multiplikatywna”, tzn. ¢(mn) = ¢(m)p(n),
jesli tylko NW D(m,n) = 1.

10.15 Twierdzenie Eulera
Jesli NWD(a,m) =1, to a®™) =1 (mod m).
Whiosek

Jesli NW D(a,m) =11 jesli n’ jest reszta z dzielenia n przez

d(m), to a™ = a” (mod m)



10.16 Potegowanie modulo metodg iterowanego
podnoszenia do kwadratu

Podstawowym dziataniem w kryptografii jest obliczanie a”

(mod m), gdzie m i n s3 bardzo duzymi liczbami.



10.16 Potegowanie modulo metodg iterowanego
podnoszenia do kwadratu

Podstawowym dziataniem w kryptografii jest obliczanie a”
(mod m), gdzie m i n s3 bardzo duzymi liczbami. Zauwazmy, ze
rozwiniecie dwojkowe liczby n ma postac

k—1

n = Z ni2i —nog+2ny +4ng + --- + Qk_lnk_l
1=0

gdzie n; € {0, 1} s3 cyframi rozwiniecia dwdjkowego.



10.16 Potegowanie modulo metodg iterowanego
podnoszenia do kwadratu

Podstawowym dziataniem w kryptografii jest obliczanie a”
(mod m), gdzie m i n s3 bardzo duzymi liczbami. Zauwazmy, ze

rozwiniecie dwojkowe liczby n ma postac

k—1
n = Z ni2i —nog+2ny +4ng + --- + Qk_lnk_l
1=0

gdzie n; € {0, 1} s3 cyframi rozwiniecia dwdjkowego. Zatem

k—1
01 0\ o 1\ N1 k—1\ NMEg—1
a" = I_ICL”Z2 — (a2 ) (a2 ) ...(a2 )
1=0



e /atézmy, ze a < m oraz przyjmijmy, ze przez b bedziemy

oznaczali czeSciowe iloczyny. Na poczatku b = 1.



Zatézmy, ze a < m oraz przyjmijmy, ze przez b bedziemy

oznaczali czesciowe iloczyny. Na poczatku b = 1.

Jezeli ng = 1 to zastepujemy b przez a, w przeciwnym
przypadku nadal b = 1.

> (mod m). Jedliny =1, to

Nastepnie liczymy a1 = a
mnozymy b przez a; i redukujemy modulo m, zas jesli n; = 0
nie zmieniamy O.

Nastepnie liczymy as = a? (mod m). Znowu, jeéli ns = 1, to
€ 1

mnozymy b przez as; w przeciwnym przypadku nie zmieniamy
b.



e Nastepnie liczymy a1 = a® (mod m). Jedli n; = 1, to
mnozymy b przez a; i redukujemy modulo m, zas jesli n;y = 0

nie zmieniamy b.



e Nastepnie liczymy as = a% (mod m). Znowu, jedli n, = 1, to

mnozymy b przez as; w przeciwnym przypadku nie zmieniamy

b.



e Postepujac dalej w ten sposdb, w j-tym kroku mamy obliczong

potege a; = a®’
iloczynu b, jesli n; = 0 to b sie nie zmienia.

(mod m). Jedli n; =1 to wtaczamy a,; do



e Postepujac dalej w ten sposdb, w j-tym kroku mamy obliczonga

_ 2
potege a; = a
iloczynu b, jesli n; = 0 to b sie nie zmienia.

(mod m). Jedli n; =1 to wtaczamy a; do

e Po k — 1 krokach otrzymamy b = a" (mod m).



e Po k& — 1 krokach otrzymamy b = a" (mod m).

Przyktad:

Obliczmy 7% (mod 1234) = 287

1 |01 | 2 3 4 5 6 I 3 9
n; (|0 1| O 1 1 1 0 1 0 1
a; || 7149|1167 |7387|1135|1163|105|1153|391 1099
b ||1{49| 49 |309| 259 | 121 |121| 71 | 71 | 287




10.17 Czy wystarczy liczb pierwszych?

Twierdzenie

Niech 7(x) oznacza liczbe liczb pierwszych < x. Wtedy

lim m(z) = 1
z—oo z/Inx



10.17 Czy wystarczy liczb pierwszych?

Twierdzenie

Niech 7(x) oznacza liczbe liczb pierwszych < x. Wtedy

lim m(z) = 1
z—oo x/Inx

Dla x > 17

X
7T(CE) > E

Dla przyktadu, dla x = 10'°, 7(z) = 455052511, natomiast
lx/Inx| = 434294481



10.18 Testy pierwszosci

Istniejg probabilistyczne testy pierwszosci liczb, ktére pozwalaja z

duzym prawdopodobienstwem w skonczonym czasie da¢ odpowiedz

czy dana liczba jest pierwsza.



10.18.1 Test Fermata

e Testujemy czy liczba n jest pierwsza

e Wybieramy losowo liczbe a < n — 1, obliczamy r = " !

(mod n), jesli » £ 1 to n jest liczba ztozong

e Test przeprowadzamy t-krotnie, ¢ > 1. Jesli wszystkie testy
wypadng pomyslnie, tzn. r = 1, to liczbe uznajemy za

pierwszg, cho¢ moze tak nie byc
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10.18.1 Test Fermata

o Wybieramy losowo liczbe a < n — 1, obliczamy r = a" !

(mod n), jesli r # 1 to n jest liczbg ztozona



10.18.1 Test Fermata

e T[est przeprowadzamy t-krotnie, ¢ > 1. Jesli wszystkie testy
wypadng pomyslnie, tzn. r = 1, to liczbe uznajemy za

pierwszg, cho¢ moze tak nie byc



10.18.2 Test Millera-Rabina

e Testujemy czy liczba n jest pierwsza
e Piszemy n — 1 = 2°r, gdzie r jest nieparzyste

e Wybieramy losowo liczbe a, 1 < a < n — 1. Obliczamy b = a"

(mod n). Jedli b= +1 (mod n) to uznajemy, ze n jest liczba

plerwsza.

e W przeciwnym przypadku obliczamy a?’" (mod n) dla
0< g <s.
Jedli dla pewnego j < s otrzymamy a* " = —1 (mod n) to

uznajemy, ze n Jest pierwsza.
e W przeciwnym przypadku liczba n jest ztozona.

e T[est przeprowadzamy t-krotnie dla réznych a.



10.18.2 Test Millera-Rabina

e Testujemy czy liczba n jest pierwsza
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e Piszemy n — 1 = 2°r, gdzie r jest nieparzyste



10.18.2 Test Millera-Rabina

e Wybieramy losowo liczbe a, 1 < a <n — 1. Obliczamy b = a”

(mod n). Jedli b = +1 (mod n) to uznajemy, ze n jest liczba

plerwsza.



10.18.2 Test Millera-Rabina

e W przeciwnym przypadku obliczamy a?’" (mod n) dla
0<y <s.
Jedli dla pewnego j < s otrzymamy a* " = —1 (mod n) to

uznajemy, ze n jest pierwsza.



10.18.2 Test Millera-Rabina

e W przeciwnym przypadku liczba n jest ztozona.



10.18.2 Test Millera-Rabina

e T[est przeprowadzamy t-krotnie dla réznych a.
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