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Rozdziat 1

Wstep

Teleportacja byta poczatkowo pojeciem wystepujacym jedynie w literaturze
fikcji naukowej. Termin ten oznaczal sposéb podrézowania, polegajacy na
zebraniu w pomiarze doktadnej informacji o budowie podréznika, przestaniu
tej informacji do portu docelowego i odtworzeniu podréznika w tym odlegtym
miejscu na podstawie tej informacji. Teleportacja dtugo pozostawata jedynie
fikcja ze wzgledu na zasade nieoznaczonosci Heisenberga, ktora nie pozwala
na jednoczesne zmierzenie doktadnego potozenia i pedu atoméw. Jednak w
1993 roku Charles H. Bennett, Gilles Brassard, Claude Crépeau, Richard
Jozsa, Asher Peres i William K. Wootters [1] znalezli sposéb na obejscie tej
najwazniejszej przeszkody i pojecie teleportacji wkroczyto do $wiata fizyki
kwantowej. Teleportacja stata sie mozliwa dzieki zastosowaniu niezwyktych
wtasnosci stanow splatanych, na ktére po raz pierwszy zwrocili uwage: Albert
Einstein, Borys Podolski i Nathan Rosen [2]. Dysponujac splatang para cza-
stek, stan pewnej czastki zrodtowej mozna teleportowaé¢ wykonujac kilka pro-
stych dzialan. W tym celu wystarczy wykonaé potaczony pomiar wspdlnego
stanu jednej ze splatanych czastek i czastki zrédtowej, a nastepnie przestac
wynik pomiaru do portu docelowego, gdzie stan czastki zrédtowej odtwarzany
jest w stanie drugiej czastki ze splatanej pary na podstawie otrzymanej in-
formacji. Wymagania techniczne teleportowania duzych obiektéw takich jak
ludzie sa na tyle wysokie, ze niestety teleportacja jeszcze bardzo diugo nie
zagrozi tradycyjnym S$rodkom transportu. Pomimo tego teleportacja stata
sie niezwykle wazna, poniewaz teleportowanie stanéw pojedynczych czastek,
ktore jest stosunkowo proste, znalazto zastosowanie w nowej, szybko rozwi-
jajacej sie dziedzinie nauki — informatyce kwantowej. Tym niezwykle waz-
nym zastosowaniem jest przesytanie informacji kwantowej na duze odlegtosci.
Mozliwosé teleportowania kwantowych stanéw zostata szybko potwierdzona
eksperymentalnie na przyktadzie stanéw fotonowych [3-15]. Fotony sa nie-
zwykle wygodnym nosnikiem informacji w transporcie na duze odlegtosci,
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3 ROZDZIAL 1. WSTEP

poniewaz poruszaja sie z predkoscig Swiatta i stabo oddziatujg z otoczeniem.
Dlatego tez nie jest dziwne, ze udalo sie teleportowac¢ stany fotonowe w do-
Swiadczeniu nawet na odlegtosé 2 km [9]. Niestety stany fotonowe maja
rowniez powazng wade — nie nadajg sie¢ do przechowywania kwantowej in-
formacji. Dlatego kwantowa pamie¢ musi by¢ realizowana za pomocg stanow
atomowych. Stany atomowe sa takze niezbedne do wykonywania operacji
na kwantowej informacji, poniewaz, jak wspomniano wczesniej, stany foto-
nowe stabo oddziatuja z otoczeniem. Stad w komputerach kwantowych beda
musiaty by¢ uzywane stany atomowe albo stany pseudoatomowe struktur
takich, jak kropki kwantowe. Niestety stany atomowe majg powazna wade
a mianowicie nie nadajg si¢ do przesylania kwantowej informacji. Jednak
te gtéwng wade standéw atomowych mozna wyeliminowaé, stosujac technike
kwantowej teleportacji i dlatego realizacja teleportacji stanéow atomowych
jest problemem duzej wagi. Pierwsze do$wiadczenie, w ktérym teleporto-
wano stany atomowe wykonano juz w 1998 roku [16], ale byla to teleportacja
na niezwykle mate odlegtosci — rzedu kilku angstreméw, a w dodatku infor-
macja kwantowa zostata przestana pomiedzy atomami nalezgcymi do jednej
czasteczki. Przy tak matych odlegtosciach teleportacja nie ma praktycznych
zastosowan i w zwigzku z tym naprawde waznym osiagnieciem bytaby dopiero
teleportacja stanéw atomowych na duze odlegtosci. Niedawno zrealizowano
teleportacje stanéw atomowych na swobodnych jonach [17,18]. Jednak takze
i tych ostatnich doswiadczen nie mozna nazwaé teleportacjg stanéw atomo-
wych na duze odlegtosci, poniewaz dystans pomiedzy atomem zrédtowym i
docelowym wynosit zaledwie kilka pm. Jedyna szansa na dalekodystansowa
teleportacje stanoéw atomowych jest potgczenie zalet stanéw fotonowych i
atomowych. Takie wlasnie rozwiazanie przyjeli w swoim artykule: Sougato
Bose, Peter Knight, Martin Plenio i Vlatko Vedral [19]. Urzadzenie, ktére
zaproponowali ci badacze, wykorzystuje kwantows interferencje poél elektro-
magnetycznych wychodzacych z dwoch optycznych rezonatoréw. Ten wlasnie
uktad jest przedmiotem badan przedstawionych w niniejszej pracy.
Pierwszym celem tej pracy jest zbadanie wplywu emisji spontanicznej z
poziomu wzbudzonego atoméw na proces teleportacji. Jest oczywiste, ze wy-
stapienie takiej emisji spowoduje zniszczenie kwantowej informacji. Dlatego
Bose i inni [19] przyjeli takie zalozenia, by wspétezynnik emisji spontanicznej
mogt by¢ zaniedbany. W tej pracy model zostanie uogolniony do niezerowych
wartosci tego wspolezynnika, by moc sprawdzi¢ czy zatozenia te sg w istocie
wystarczajace, by teleportacja przebiegata poprawnie.

Drugim celem pracy jest zbadanie mozliwosci zastosowania nadmiarowego
kodowania do ulepszenia procesu teleportacji stanéw atomowych. Potaczony
pomiar w propozycji Bosego i innych [19] jest wykonywany tylko przy uzy-
ciu liniowych elementéw optycznych i dlatego teleportacja udaje sie tylko w



potowie przypadkow [20,21]. Niepowodzenie oznacza catkowita utrate prze-
sytanej informacji. Nadmiarowe kodowanie ocalitoby kwantowa informacje
w przypadku niepomyslnego wyniku pomiaru i umozliwitoby powtarzanie te-
leportacji do skutku.

Trzecim celem pracy jest uogdlnienie uktadu Bosego i innych [19] tak,
zeby umozliwi¢ teleportowanie atomowych stanéw splatanych. Rozwigzanie
nietrywialnych probleméw wymaga w klasycznych komputerach operacji wy-
konywanych na wielu bitach zebranych w rejestry. W informatyce kwantowej
jeden atom to takze za mato, a w przypadku uzycia wiekszej liczby atomow
beda sie nierzadko pojawia¢ ich stany splatane. Stany splatane sg kluczo-
wym elementem wielu technik informatyki kwantowej. Takie stany réwniez
moga by¢ réwniez cenng informacjg kwantowa, dlatego warto przeanalizowaé
mozliwos¢ ich teleportowania.

Czwartym celem pracy jest uproszczenie rachunkéw wykonywanych w celu
przesledzenia ewolucji uktadu. Takie uproszczenie jest konieczne w przy-
padku uogdélnienia modelu do uktadu wieloatomowego, ale znaczgco utatwia
obliczenia rowniez w najprostszym modelu.

Teleportacja jest w tej pracy rozwazana jedynie jako technika stuzaca
informatyce kwantowej i jako taka wymaga¢ bedzie do opisu wielu pojeé z
informatyki kwantowej. Dlatego rozdziat drugi zostat pomyslany jako wstep
do informatyki kwantowej, pozwalajacy na zapoznanie si¢ z terminami uzy-
wanymi w tej pracy. Rozdzial trzeci po$wiecony jest metodzie badania czaso-
wej ewolucji stanéw uktadow otwartych, zwanej trajektoriami kwantowymi.
Taka metoda jest potrzebna do $ledzenia procesu teleportacji ze wzgledu na
ucieczke energii z uktadu do otoczenia, jaka wystepuje podczas przeprowa-
dzenia potaczonego pomiaru. W rozdziale czwartym i piatym wyznaczone sg
postaci operatorow niezbednych w metodzie trajektorii kwantowych do wy-
znaczenia ewolucji w modelu zaproponowanym przez Bosego i innych [19], a
takze do wyznaczenia ewolucji we wspomnianych uogélnieniach tego modelu.
W rozdziale szostym przedstawione sa uproszczone rownania na czasowa ewo-
lucje stanu uktadu. Réznym typom ewolucji nadana jest tam zwarta postac
operacji, jakie moga by¢ wykonane na stanie uktadu przez eksperymentatora.
Rozdziat si6dmy poswiecony jest dokltadnemu zbadaniu uktadu zapropono-
wanego przez Bosego i innych [19] do teleportacji stanu jednego atomu. Spo-
sréd tych badan najistotniejsze jest sprawdzenie wpltywu niezerowego wspot-
czynnika emisji spontanicznej z poziomu wzbudzonego na teleportacje oraz
sprawdzenie istnienia mozliwosci uzycia w tym modelu nadmiarowego kodo-
wania. Koncowy rozdzial 6smy przedstawia metode teleportacji atomowych
stanow splatanych.
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Rozdziat 2

Podstawowe pojecia
informatyki kwantowej

Informatyka kwantowa traktuje stany kwantowe jako no$niki informacji kwan-
towej, ktora mozna manipulowaé, przeprowadzajac ,obliczenia kwantowe”.
Jest to podejscie przelomowe, gdyz mechanika kwantowa oferuje mozliwo-
Sci niedostepne dla klasycznych komputeréow. David Deutsch [22] w 1985
roku przedstawit pierwszy przyktad dowodzacy, iz komputery kwantowe sa
w stanie rozwigzywac niektére zagadnienia znacznie szybciej niz komputery
klasyczne. Dalszych, ale znacznie istotniejszych przyktadéw popierajacych
te teze, dostarczyli: w 1994 roku Peter Shor [23], a w 1996 roku Lov Gro-
ver [24,25]. Algorytm Grovera rozwiazuje problem szukania danego ele-
mentu w nieposortowanym, /N-elementowym zbiorze, wykonujac zaledwie
liczbe operacji proporcjonalna do v/N. Algorytm klasyczny wymaga w naj-
gorszym przypadku przejrzenia wszystkich N elementéw. Jeszcze wieksze,
bo az wyktadnicze, przyspieszenie obliczen zapewnia algorytm Shora, roz-
ktadajacy liczby na czynniki pierwsze.

Zwazywszy jak wielkim przetomem w dziejach ludzkosci byto zastoso-
wanie klasycznych komputeréw, zrozumiate jest, ze perspektywa znacznego
przyspieszenia rozwigzywania wielu zagadnien oraz mozliwos¢ zrealizowania
dotad niedostepnych zadan spowodowalta niezwykte zainteresowanie informa-
tyka kwantowa i jej szybki rozw6j. Rozwdj ten wymagat zdefiniowania kwan-
towych odpowiednikéw wielu pojeé¢ i proceséw podstawowych w klasycznej
informatyce. Niezbedne bylo réwniez wprowadzenie zupelnie nowych pojec.
W tym rozdziale przedstawione zostang definicje tych z podstawowych pojeé
informatyki kwantowej, ktérych znajomosé potrzebna bedzie w dalszej czesci
tej pracy.
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12 ROZDZIAL 2. PODSTAWOWE POJECIA INFORMATYKI. ..

2.1 Kwantowy bit

Podstawowym systemem obliczeniowym dla wszystkich dzisiejszych kompu-
terow klasycznych jest system dwojkowy. W przesztosci podejmowano proby
skonstruowania komputeréw, dla ktorych naturalnym systemem bylby sys-
tem inny niz dwojkowy. Niestety zbudowanie podstawowych uktadéw elek-
tronicznych, rozrozniajacych wigcej niz dwa stany, wymagato zastosowania
znacznie trudniejszych w produkcji i w zwiazku z tym drozszych elementow
potprzewodnikowych. Wynika to z faktu, ze nawet takie same elementy pot-
przewodnikowe majg drobne réznice pomiedzy swoimi charakterystykami.
Jesli pozioméw napiecia odpowiadajacych réoznym cyfrom bedzie duzo, to
poziom napiecia, reprezentujacy dang cyfre, wytwarzany przez jeden z ele-
mentow, moze zosta¢ mylnie zinterpretowany przez drugi element. Dla ukta-
dow liczacych w systemie dwojkowym nie ma takiego problemu, gdyz po-
trzebne jest tylko rozréznienie pomiedzy wysokim i niskim stanem napiecia.
W zwiazku z tym system binarny jest niezwykle wazny w klasycznej infor-
matyce.

Podstawowa jednostka ilosci informacji w systemie dwojkowym jest bit.
Nazwa bit jest skrotem od ,binary digit” czyli cyfry dwojkowej. Elektro-
niczne uktady realizujace bit moga, jak wczesniej wspomniano, przyjmowac
jeden z dwoch stanéow — stan niskiego napiecia oznaczany cyfra 0 lub stan
wysokiego napiecia odpowiadajacy cyfrze 1. Przeprowadzajac podstawowe
manipulacje na bitach, klasyczne komputery moga rozwiazywa¢ nawet bar-
dzo zlozone zagadnienia. Jest zatem oczywiste, ze informatyce kwantowej
niezbedny byt odpowiednik tak przydatnego pojecia jakim jest bit. Takim
odpowiednikiem jest kwantowy bit, a w skrécie kubit.

Kubit jest, podobnie jak bit, obiektem matematycznym, ktéry mozna
zrealizowaé, wykorzystujac rézne fizyczne uktady. Podobnie do bitu kubit
moze znajdowaé si¢ w dwéch stanach |0) lub |1). Jednak w przeciwienstwie
do bitu kubit moze si¢ rowniez znajdowac stanie bedacym liniowa kombinacja
tych dwoch stanéw:

W) = al0)+4[1). (2.1)

W powyzszym réwnaniu « i § sg liczbami zespolonymi, spetniajacymi waru-
nek normalizacyjny

o + |8 = 1. (2.2)

W takim stanie bedacym superpozycja dwoch stanéw bazowych moze znaj-
dowac¢ si¢ wiele uktadow kwantowych. Warto w tym miejscu przytoczy¢
kilka przyktadowych realizacji kubitu w fizycznych uktadach. Dwa pierwsze
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przyktady wykorzystuja w tym celu stany fotonowe niezwykle przydatne do
przesytania informacji kwantowej na duze odlegtosci. Sa to stany polaryzacji
fotonu oraz stany pola elektromagnetycznego wewnatrz wneki rezonansowe;j.
Fotony moga by¢ spolaryzowane w kierunku poziomym lub pionowym. Te
dwie polaryzacje mozna wykorzysta¢ do utworzenia stanow bazowych. Kazda
wartos¢ kubitu mozna przedstawi¢ za pomoca odpowiedniej polaryzacji fo-
tonu bedacej superpozycja polaryzacji pionowej i poziomej. Takie stany zo-
staly wybrane przez Antona Zeilingera i jego grupe [4] do do$wiadczenia
realizujacego po raz pierwszy laboratoryjnie idee teleportacji kubitéw. In-
nymi stanami fotonowymi, ktore moga postuzy¢ do zrealizowania kubitu, sg
stany Focka. W tym przypadku role kubitu moze petni¢ mod pola wewnatrz
wneki rezonansowej przygotowany w superpozycji stanu prézni i stanu jedno-
fotonowego. Kubitami mogg by¢ réwniez stany atomowe, ktore sa najlepsze
do dtugiego przechowywania informacji kwantowej. Bardzo czesto wykorzy-
stywane sa w eksperymentach stany spinowe jader atomowych ze wzgledu
na to, ze magnetyczny rezonans jadrowy (MRJ) jest uzywany juz od dawna
w fizyce i chemii i w zwigzku z tym techniki manipulacji stanami spinéw
jadrowych sa bardzo dobrze znane. Jeszcze bardziej ekscytujaca konsekwen-
cja powszechnosci techniki MRJ jest dostepnos¢ aparatury prowadzaca do
tatwej realizacji wielu prostszych przyktadéw kwantowych algorytméw. Na
przyktad M. Nielsen i inni [16] uzyli dwéch jader wegla 3C oraz jadra wodoru
wchodzacych w sktad czasteczki tréjchloroetylenu do zademonstrowania tele-
portacji stanu atomowego. Innym bardzo znanym przyktadem zastosowania
MRJ do demonstracji obliczenn kwantowych jest wykonanie rozktadu liczby
15 na czynniki pierwsze za pomoca algorytmu Shora. Isaac L. Chuang wraz
ze swoja grupa [26] dokonal tego, wykorzystujac siedmiokubitowy komputer
kwantowy zbudowany z czasteczki C11 H5F502Fe. Stany bazowe tworza w
przypadku MRJ dwie mozliwe wartosci rzutu momentu magnetycznego na
kierunek przytozonego zewnetrznego pola magnetycznego. Jednakze najbar-
dziej oczywistym sposobem zrealizowania stanéw bazowych kubitu w stanach
atomowych jest wykorzystanie dwoch poziomow, na ktérych moze sie zna-
lezé elektron. Poziom o nizszej energii nazywa sie podstawowym, a o wyzszej
wzbudzonym. Niedawno dwie grupy naukowcéw [17, 18] uzyly takiego ko-
dowania kubitu w pojedynczych jonach uwiezionych w putapkach Paula do
teleportowania stanu atomowego.

W lepszym zrozumieniu pojecia kubitu bardzo pomocna jest jego geo-
metryczna interpretacja. Warunek unormowania (2.2) pozwala po prostych
przeksztalceniach na przepisanie réwnania (2.1) do postaci

‘ 0 , 7
— ot Z i 2
w) = e”(cos2lo>+e sm2|1>), (2.3)
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gdzie 0, ¢ i v sa liczbami rzeczywistymi. Z globalnym czynnikiem fazowym
w funkcjach falowych nie wigze sie zaden efekt dajacy sie zaobserwowaé do-
$wiadczalnie. Zaréwno funkcja falowa |¥) jak i 7| ¥) dadza taka sama war-
tos¢ oczekiwang operatora €2 przyporzadkowanego pewnej wielkos$ci obserwo-
walnej, poniewaz Q = (U|e= Qe |¥) = (¥|Q|¥). Dlatego mozna zaniedbaé
globalny czynnik fazowy w (2.3) i przedstawi¢ wszystkie wartosci kubitu za
pomocg réwnania

) = Cosg|0>—|—ei¢sing|1>, (2.4)

ktore jest zilustrowane na rysunku 2.1. Widaé¢ zatem, ze dowolna wartosé

o

1)

Rysunek 2.1: Graficzne przedstawienie wartosci kubitu na sferze Blocha.

kubitu jest reprezentowana przez odpowiedni punkt na powierzchni sfery o
jednostkowym promieniu nazywanej czesto sferg Blocha. Potozenie punktu
na sferze Blocha jest w pelni okre$lone przez pare katéw 6 i ¢, bedacych
liczbami rzeczywistymi. Taka geometryczna interpretacja bardzo pomaga w
opisie dziatania wielu operacji wykonywanych na kubicie. Jednakze jest ona
ograniczona do wartosci tylko i wytacznie jednego kubitu. Nie istnieje jej
uogdlnienie ilustrujace stan dwoch czy wiekszej liczby kwantowych bitow.
Kwantowy bit, w przeciwienstwie do klasycznego, moze przybieraé¢ nie-
skonczenie wiele wartosci. Pomimo tego, mierzac jego stan mozemy odczytac,
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podobnie jak w klasycznym bicie, jedynie dwie wartosci |0) albo [1). Jesli
kubit znajduje sie¢ w superpozycji obu tych stanéow, to pomiar wykonany na
nim jest losowy i da w wyniku |0) z prawdopodobienistwem |a|* albo |1) z
prawdopodobiefistwem |3 |2. Pelng warto$¢ kubitu, to znaczy amplitudy « i
[, mozna jedynie przyblizy¢, wykonujac bardzo wiele pomiaréw na identycz-
nie przygotowanych kubitach. Ta niemoznosé¢ odczytania dowolnej wartosci
kubitu w jednym pomiarze moze wydawaé¢ sie wada, jednak to wtasnie ta
cecha kubitu umozliwia zréwnoleglenie obliczenn w algorytmach kwantowych.
Ze wzgledu na to, ze mozna zmierzy¢ jedynie dwie wartosci kubitu, superpo-
zycja obu standéw musi oznaczac, ze kubit znajduje si¢ jednoczesnie w stanie
|0) i w stanie |1). Ta nielogiczna z klasycznego punktu widzenia wlasnosé
pozwala na jednoczesne wykonywanie algorytmu dla réznych stanéw wejscio-
wych i jest wazna zaleta informatyki kwantowe;j.

2.2 Splatanie

Przyktad kwantowego bitu pokazuje jak bardzo mechanika kwantowa rézni
sie od klasycznej. W fizyce kwantowej nie da si¢ juz dokladnie przewidzie¢
tego, co zajdzie w okreslonych warunkach. Zamiast tego mozna jedynie
policzy¢ prawdopodobienstwa otrzymania réoznych wynikéw pomiaru. Po-
nadto w miejsce klasycznych wielkosci opisujacych dowolne obiekty mecha-
nika kwantowa oferuje wektor stanu, ktérego pojedynczy pomiar nie jest w
stanie ustali¢c. W dodatku taka obserwacja zmienia stan uktadu na taki,
ktory jest zgodny z jej wynikiem. Wszystkie te cechy mechaniki kwantowe;j
powoduja, ze wlasnosci obiektu nieobserwowanego pozostaja nieustalone az
do czasu pomiaru, podczas gdy w mechanice klasycznej wtasnosci obiektu
byty zawsze ustalone i niezalezne od obserwacji. Taki model rzeczywisto-
Sci jest bardzo odlegly od dawnego idealu rozumienia przyrody i dlatego
mechanika kwantowa miata wéréd fizykow wielu przeciwnikéw. Najbardziej
znanym przeciwnikiem mechaniki kwantowej byt Albert Einstein. Pokazal
on wraz z Borysem Podolskim i Nathanem Rosenem [2], Ze z postulatéw me-
chaniki kwantowej wynika istnienie niezwyktego stanu dwoch obiektow. Dla
pary kubitéow ten stan mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

1
= 75(‘0>1|1>2+ |1>1‘0>2)7 <2'5)

gdzie indeks wskazuje na numer kubitu. Taka superpozycja dwoch standow
uktadu dwoéch kubitéw oznacza, ze pierwszy kubit znajduje sie w stanie |0)
a drugi w stanie |1) i jednoczesnie pierwszy kubit znajduje sie w stanie |1)
a drugi w stanie |0). Jest to tak samo klasycznie nielogiczne jak w przy-
padku superpozycji stanéw pojedynczego kubitu, jednakze ta nieklasycznosé

W)
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w przypadku superpozycji dwoch kubitéw ma znacznie dalej idace konse-
kwencje. Otéz pomiar wykonany na jednym z kubitow natychmiast ustala
stan drugiego, nawet jesli sa one oddalone od siebie o lata swietlne. Jesli
odezytaliby$my stan |0) pierwszego z takiej pary kubitéw znajdujacego sie
na Ziemi, to w tej samej chwili drugi kubit znajdujacy sie w uktadzie Alfa
Centauri znalaztby sie w stanie |1). Jesli za$§ wynikiem pomiaru na pierw-
szym kubicie byltby stan |1), to stan drugiego jednoczesnie ustalony byltby
na |0). Jest to niezwykle fascynujace zjawisko i mogtoby sie wydawaé, ze
moze ono nawet postuzy¢ do przesytania informacji z predkoscig wieksza
od $wiatta, jednakze to nie jest mozliwe. Aby przesta¢ na Alfa Centauri
wartosé |1), konieczne byloby wymuszenie pomiaru wartosci |0) na Ziemi, a
jak napisano wczesniej wynik pomiaru jest losowy. Oba wyniki maja pie-
ciedziesigcioprocentowe prawdopodobienstwo pojawienia si¢, wigc taki po-
miar przypomina rzut moneta. Pomimo tego, ze taki stan nie moze zostac
wykorzystany do przekroczenia predkosci $wiatta, to jest on i tak bardzo
interesujacy, poniewaz wyniki pomiarow sa ze sobg niezwykle silnie zwig-
zane. Finstein, Podolsky i Rosen uwazali, ze taka korelacja prowadzaca
do mozliwosci przewidzenia wyniku pomiaru na drugim, odlegtym obiekcie
musi by¢ zwiazana z jakims$ elementem rzeczywistosci, istniejacym nieza-
leznie od obserwacji. Poniewaz mechanika kwantowa pozwala na ustalenie
warto$ci wszystkich zmiennych jedynie w wyniku obserwacji, to uznali oni
mechanike kwantowg za niekompletng i przekonywali do opracowania teorii
blizszej mechanice klasycznej. Artykut Einsteina, Podolskiego i Rosena wy-
wotal burzliwg dyskusje nad mechanika kwantowa, w ktoérej zabieraty glos
takie znane postaci, jak na przyktad Schrodinger. Termin ,splatanie” (niem.
Verschrankung” ), bedacy obecnie najczesciej uzywana nazwa tego zjawiska,
zostal wprowadzony wtasnie przez Schrodingera [27]. Ostatecznie wigkszosé
fizykéw nie zaakceptowata argumentacji Einsteina i jego wspotpracownikow
i nadal rozwijata mechanike kwantowa. Badania nad niezwyklymi wtasno-
Sciami stanu splatanego, odkrytymi przez Einsteina, Podolskiego i Rosena
zostaly podjete przez Johna Bella [28], ktéry udowodnit, ze korelacja po-
miedzy wynikami pomiaréw na obu czastkach splatanych tym niezwyklym
stanem jest silniejsza, niz jakakolwiek korelacja w fizyce klasycznej. To wazne
osiagniecie musiato predzej czy pozniej doprowadzi¢ do pomyshu wykorzysta-
nia tego szczegdlnego stanu w informatyce. Przy okazji trzeba wspomnied,
ze stany splatane nazywane sa réwniez czesto stanami EPR albo stanami
Bella na cze$é¢ pierwszych badaczy tych standéw. Natomiast jesli chodzi o
polski przektad niemieckiego terminu ,Verschrankung” czy angielskiego ter-
minu ,entanglement” to oprocz stowa ,splatanie” funkcjonuje rowniez stowo
,Splecenie”. W tej pracy przyjety zostal najczesciej uzywany w polskiej lite-
raturze termin ,splatanie” [29-33].



2.2. SPLATANIE 17

Stany splatane nie sg wcale wyjatkowe w mechanice kwantowej. Stan
dwdch czastek o wspotrzednych x 1 x4 jest splatany woéwcezas, gdy nie mozna
przedstawi¢ go za pomoca iloczynu stanu pierwszej czastki i stanu drugiej
czastki, jak to przedstawia nastepujaca nieré6wnosé

W (21, 22)) # [|¥(21)) @ [Y(22)) - (2.6)

Takich stanéw jest nieskonczenie wiele. Wyjatkowe sa natomiast stany nie-
splatane dwoch czastek. Na przyktad nastepujacy stan dwoch kubitow

(W (21, 22)) = @|0)1[1)2 + B[1)1]0)2, (2.7)

jest stanem splatanym dla wszystkich wartosci zespolonych amplitud z wyjat-
kiem dwoch przypadkéw, gdy o = 0 lub gdy 8 = 0. Jednak rownie rzadkie sa
najciekawsze ze stanow splatanych, to znaczy stany maksymalnie splatane.
W stanach maksymalnie splatanych moduty amplitud sg sobie rowne i w
zwiazku z tym prawdopodobienstwa otrzymania réznych wynikow pomiaru
sg sobie réwne. To wtasnie dziwne wlasnosci stanéw maksymalnie splatanych
byly rozpatrywane przez Einsteina, Rosena i Podolskiego. Stan (2.5) nie jest
jedynym stanem maksymalnie splatanym dwoch kubitow. Co ciekawe, ze
stanow maksymalnie splatanych mozna utworzy¢ ortonormalng baze

By) = (10)1]0)2 +[1)1]1)2)/V2,
1By) = (10)1]0)2 = [1)1]1)2)/v2,
1BY) (10)111)2 +[1)110)2)/v2,
1Br) = (10)1]1)2 = [1)110)2)/v2, (2.8)

nazywana baza Bella.

Splatanie jest kluczowym srodkiem w informatyce kwantowej, wykorzy-
stywanym miedzy innymi w teleportacji kwantowej, ktorej poswigcona jest ta
praca. Warto zatem przytoczy¢ przyktady wytwarzania stanéw splatanych.
Chyba najbardziej intuicyjny przyktad mozna przedstawi¢ dla przypadku, w
ktorym kubity zrealizowane sa za pomoca stanéw Focka. Rozwazmy zatem
uktad ztozony z dwoch wnek rezonansowych, ptytki swiattodzielacej i dwoch
detektorow. Uktad taki jest schematycznie przedstawiony na rysunku 2.2.
Kazda wneka rezonansowa jest uktadem dwoch luster, ustawionych naprze-
ciw siebie tak, ze fotony znajdujace si¢ pomiedzy nimi i biegnace wzdtuz
osi optycznej wspoélnej dla obu luster sa uwiezione. Zaréwno wneka Wy,
jak i wneka Wy maja jedno lustro czedciowo przepuszczalne, umozliwiajace
ucieczke uwiezionych fotonow i skierowujace te fotony na ptytke swiattodzie-
laca P, ktéra w potowie przypadkéw odbija padajace na nig fotony, a w
drugiej potowie przypadkéw przepuszeza je. Uciekajace fotony ostatecznie
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Rysunek 2.2: Uktad wytwarzajacy splatane stany pél optycznych wnek re-
zonansowych.

trafiaja do detektora D, albo D_. W celu wykorzystania takiego uktadu do
utworzenia stanu splatanego obu wnek, kazda z wnek rezonansowych trzeba
przygotowaé w stanie |1), to znaczy w kazdej z nich zostanie uwieziony je-
den foton. Jedli w tak przygotowanym uktadzie detektor D, zasygnalizuje
ucieczke jednego fotonu, to moze to oznaczaé, ze ten foton uciekt z wneki
W4 1 przeszed! przez ptytke swiattodzielaca. W takim przypadku wneka re-
zonansowa W, bylaby pusta, a we wnece Wpg nadal uwieziony byltby jeden
foton, co mozna zapisa¢ nastepujaco: |0)4|1)p. Jednakze ten sam wynik
pomiaru odpowiada sytuacji, w ktorej foton uciekt z wneki Wg i odbit sie
od ptytki swiattodzielacej. Wowcezas to we wnece Wy pozostatby uwieziony,
foton podczas gdy wneka Wpg bytaby pusta. Taka sytuacje opisuje stan
|1) 4]0) 5. Poniewaz nie jest mozliwe rozstrzygniecie skad pochodzi foton, to
trzeba wzia¢ pod uwage oba przypadki. Feynman sformutowal ogblng zasade,
ktora mowi, ze jesli jakies zdarzenie moze zaj$é¢ na kilka réznych sposobéw,
to do opisu takiego zdarzenia niezbedna jest superpozycja uwzgledniajaca
wszystkie te sposoby [34,35]. Dlatego w rozpatrywanym tutaj przypadku
stan uktadu po wykryciu ucieczki jednego fotonu opisany jest superpozycja

1
V2

ktora jak widac jest stanem splatanym obu wnek.

V) = —Z(0)all)s +[1)al0)s), (2.9)
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Drugi przyktad, reprezentujacy nieco inny sposoéb wytwarzania stanow
splatanych, mozna poda¢ dla stanéow polaryzacji fotonu. Wykorzystuje sie w
nim parametryczny dzielnik czestosci, ktérym jest nieliniowy krysztatl, taki
jak na przyktad krysztal beta boranu baru. Przez ten krysztal przepusz-
cza sie wiazke laserowa o duzym natezeniu. Wewnatrz tego krysztatu kazdy
z fotonéw z wiazki laserowej moze zostaé¢, z pewnym bardzo malym praw-
dopodobienstwem, zamieniony na dwa fotony o dwa razy mniejszej energii.
Jesli taka zamiana nastapi, to takie dwa fotony biegna wzdtuz linii odchylo-
nych o pewien kat od kierunku rozchodzenia sie promienia lasera. Wszystkie
mozliwe tory rozchodzenia sie pary fotondéw o nizszej energii tworzg stozek,
ktorego wierzchotek znajduje sie wewnatrz krysztalu w punkcie zamiany. Ze
wzgledu na zasade zachowania pedu, oba utworzone fotony biegng zawsze
po liniach, znajdujacych si¢ po przeciwlegtych stronach tego stozka. W celu
wytworzenia splatanego stanu polaryzacji dwoch fotonéw wykorzystuje sie
tak spreparowane krysztaly nieliniowe, ze wspoétczynnik zatamania dla swia-
tta spolaryzowanego pionowo jest nieco inny niz dla Swiatta spolaryzowanego
poziomo. Dla takich krysztatéw jeden z pary fotondéw ma polaryzacje pio-
nows i porusza si¢ po stozku nieco przesunietym w dot wzgledem osi wyzna-
czonej przez promien lasera, podczas gdy drugi jest spolaryzowany poziomo
1 porusza sie po stozku nieco przesunietym ku gorze. Rysunek 2.3 przedsta-
wia tory, ktérymi moga poruszac¢ sie fotony nalezace do wytworzonej pary.
Te dwa stozki odpowiadajace polaryzacji pionowej i poziomej maja dwie

<)

laser

krysztat
1)

Rysunek 2.3: Schemat wytwarzania stanéow splatanych za pomoca parame-
trycznego dzielnika czestosci.

wspolne linie lezace po przeciwleglych stronach promienia lasera. Jesli w
jednym z tych torow pojawi sie jeden foton, to w drugim torze, zgodnie z
zasadag zachowania pedu, musi pojawi¢ sie drugi foton. Ze wzgledu na to, ze
te tory sa wspolne dla obu polaryzacji mozliwe sg wowczas dwa stany. Foton
o polaryzacji pionowej moze przemieszczac si¢ pierwszym torem, a wowczas
foton spolaryzowany poziomo musi biec drugim torem. Jednakze tak samo
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prawdopodobny jest przypadek odwrotny, to znaczy, ze foton spolaryzowany
poziomo pojawi sie na torze pierwszym zas pionowo na torze drugim. Zgod-
nie z zasada Feynmana musimy, przy opisie stanu uktadu, uwzgledni¢ obie
te mozliwosci, otrzymujac stan splatany

) = \%(\ Dl =)+ 1<l D). (2.10)
Proces wytwarzania splatanej pary fotonéw konczy sie sukcesem tylko w cze-
sci uruchomien urzadzenia, poniewaz prawdopodobienstwo zamiany fotonu
z wiagzki laserowej na dwa fotony o energii o potowe mniejszej jest bardzo
mate. Sprawe pogarsza to, ze tylko utamek utworzonych par trafia do mo-
doéw wspoélnych dla obu polaryzacji. Prawdopodobienstwo sukcesu mozna po-
wigkszac¢, zwickszajac natezenie wigzki laserowej, jednak nigdy nie osiggnie
ono jednosci, poniewaz jednocze$nie powieksza sie wtedy prawdopodobien-
stwo wytworzenia dwoch splatanych par, co jest zdarzeniem niepozadanym.
Pomimo tego, ze metoda ta nie pozwala na generowanie splatanych par na
zadanie, to jest ona czesto stosowana [3,4].

Na przyktadzie splatanego stanu polaryzacji fotonéw mozna przedsta-
wi¢ najbardziej niezwykta wlasnos¢ stanéw splatanych, ktérg badat John
Bell [28]. Dotad wymienione cechy splatanych par da sie odtworzy¢ w kla-
sycznym swiecie. Wystarczy wyobrazi¢ sobie, ze dwie osoby spotykaja sie¢ i
wybieraja przypadkowo po jednej zapieczetowanej urnie. W kazdej z obu urn
znajduje sie jedna kula, jednak jedna z tych urn zawiera biala kule, a druga
czarng. Po wybraniu urn te dwie osoby znacznie oddalaja si¢ od siebie, zabie-
rajac ze sobg swoje urny. Jesli w konicu jedna z nich zdecyduje sie otworzy¢
swojg urne i zbada jakiego koloru kule posiada, to rowniez bedzie natychmiast
wiedziata jakiego koloru kule posiada druga osoba. A wiec mozna pomyslec,
ze zaleznos¢ pomiedzy wynikami pomiaréow stanéw czastek splatanych nie
jest niczym niezwyktym. W procesie wytwarzania splatanego stanu polary-
zacji fotonow fotony sa odpowiednikami urn, a stan fotonéw odpowiada ko-
lorom kul. Podobnie jak urny, fotony w chwili wytworzenia stanu splatanego
znajduja sie w jednym miejscu, po czym oddalajg sie od siebie na znaczng
odlegtos¢. Pomiar stanu fotonéw za pomoca polaryzujacej plytki swiatto-
dzielacej odpowiada otwarciu urny i sprawdzeniu koloru kuli. Polaryzujaca
plytka swiattodzielaca zawsze przepuszcza fotony spolaryzowane w jednym
kierunku, a odbija fotony spolaryzowane w kierunku prostopadtym do pierw-
szego. Wykorzystujac ja z dwoma detektorami, mozna ustali¢, czy badany
foton miat polaryzacje pionowa czy pozioma. Taki pomiar przedstawia rysu-
nek 2.4. Polaryzacja obu fotonéw zawsze bedzie inna. Jesli foton pierwszy
bedzie miatl polaryzacje pionowa, to drugi bedzie spolaryzowany poziomo i
na odwroét. Jednakze réwniez kule po otwarciu urn zawsze maja rézne kolory.
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Rysunek 2.4: Schemat uktadu do badania korelacji wynikéw pomiaréw wyko-
nanych na splatanych fotonach. Splatana para fotonéw powstaje w wyniku
przejscia promienia lasera przez parametryczny dzielnik czestosci (PDC). Po-
laryzacja kazdego fotonu jest ustalana polaryzujaca ptytka Swiattodzielacy i
detektorami.

Istnieje jednak olbrzymia réznica pomiedzy ta klasyczna i kwantowsq zalezno-
Scig. Ot6z jesli eksperymentator zdecyduje si¢ na pomiar stanéw splatanych
fotonoéw w innej bazie, co moze zrobi¢ przekrecajac obie polaryzujace ptytki
Swiattodzielace tak, aby przepuszczaly fotony spolaryzowane w pewnym kie-
runku ukos$nym, a odbijaty fotony spolaryzowane w kierunku prostopadtym
do tego pierwszego, to nadal zawsze otrzymywac¢ bedzie przeciwne wyniki.
Nie ma klasycznego przyktadu, ktory przejawialtby podobne wtasnosci. Ma-
tematycznym potwierdzeniem silniejszej korelacji taczacej czastki splatane
od jakiejkolwiek korelacji wystepujacej w fizyce klasycznej sa tak zwane nie-
réwnosci Bella [28]. Wyprowadzone sa one przy zalozeniu niezaleznego od
pomiaru istnienia fizycznych wtasnosci badanych czastek oraz braku wplywu
pomiaru stanu jednego uktadu na wynik pomiaru stanu drugiego uktadu.
Pierwszy warunek jest nazywany warunkiem realno$ci, a drugi warunkiem
lokalnosci. Wykluczenie wzajemnego oddziatywania obu pomiaréw jest moz-
liwe dzigki temu, ze predkosé dowolnego oddziatywania ograniczona jest do
predkosci swiatta. Eksperymentalnie wykorzystano ten fakt do sprawdzenia,
czy pomiary wykonane na splatanych fotonach spetniaja nieréwnosci Bella.
Okazalo sie, ze mechanika kwantowa nie spetnia nieréwnosci Bella [36-41].
W konsekwencji oznacza to, ze bledne jest co najmniej jedno z przyjetych
zatozen. Jak na razie nie ma pewnosci, ktore z tych zalozen jest niepraw-
dziwe w Sswiecie mechaniki kwantowej. Nie wiadomo czy przyroda nie spel-
nia warunku realnosci, czy warunku lokalnosci, czy tez obu tych warunkow.
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Jednakze z punktu widzenia informatyki kwantowej najwazniejsze jest to, ze
splatanie jest nowym, niezwyklym i niedostepnym w fizyce klasycznej $rod-
kiem, ktory moze zosta¢ wykorzystany w bardzo wielu zagadnieniach.

2.3 Bramki kwantowe

Klasyczne komputery sa w stanie rozwigzywaé¢ nawet najbardziej ztozone
zagadnienia, uzywajac wylacznie tak prostych obiektow jak bity, dzieki roz-
ktadaniu skomplikowanych dziatan na podstawowe operacje logiczne. Kazda
podstawowa operacja logiczna reprezentowana jest przez bramke zmieniajaca
odpowiednio stan bitu. Jedyna nietrywialng bramka dziatajaca na pojedyn-
czym bicie jest bramka zaprzeczenia NOT, ktéra powoduje zmiane stanu
bitu na przeciwny. Oczywiscie komputery potrzebuja znacznie wigcej niz
jednego bitu azeby zrealizowaé nietrywialne zadania i dlatego uzywa sie re-
jestrow ztozonych z wielu uporzadkowanych bitéw. Dla wielu bitéw jest
juz bardzo wiele mozliwych nietrywialnych dziatan. Na szczeScie wszystkie
mozliwe operacje wielobitowe mozna zrealizowaé¢, uzywajac uktadéow zbudo-
wanych wytgcznie z bramek NAND. Z tego powodu bramke NAND nazywa
si¢ uniwersalng. W informatyce kwantowej podstawowymi obiektami uzy-
wanymi podczas dowolnych obliczen sa kubity. Mozna zatem oczekiwaé, ze
potrzebne beda réwniez kwantowe odpowiedniki bramek, ktére operowatyby
na kwantowych bitach. Bytoby takze niezwykle przydatne, gdyby istniata
uniwersalna kwantowa bramka.

Stan kwantowego bitu moze zosta¢ zmieniony tylko w wyniku ewolucji
badz w trakcie pomiaru. Pomiar nie jest dobrym kandydatem na bramke
kwantowa, poniewaz jego dzialanie na kubit znajdujacy sie w superpozycji
|0) i |1) jest losowe. Dlatego najczesciej pomiar wykonuje sie na koncu al-
gorytmu w celu odczytania wyniku dziatania algorytmu kwantowego, gdy
kubity zawierajace wyniki znajduja siec w stanach bazowych. Nie oznacza
to jednak, ze nie wykorzystuje sie w ogble pomiaru do zmiany stanu kwan-
towego. Przyktadem takiego wykorzystania pomiaru jest chociazby telepor-
tacja kwantowa. Jednakze nawet w teleportacji kwantowej niezbedne jest
zastosowanie bramek, ktére w sposéb pewny zmodyfikuja stan koncowy ni-
welujac losowos¢ wprowadzona przez pomiar. Tak wiec bramki kwantowe
mozna zrealizowac¢ jedynie poprzez uzycie ewolucji uktadu. Ewolucje stanu
uktadu izolowanego |¥) opisuje réwnanie Schréodingera

d
h—|V) = H|W 2.11
o |v) = H©), (211)

gdzie H jest hamiltonianem, a h oznaczeniem ilorazu statej Plancka i liczby
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2. Formalne rozwigzanie tego rownania ma nastepujacg postaé
(w(t)) = e Mw(0)). (2.12)

Na poczatkowy stan |¥(0)) dziata operator ewolucji exp(—iHt/h), w wyniku
czego uklad przechodzi do stanu |W(¢)). Jezeli tym omawianym ukltadem
izolowanym bytby uktad realizujacy kubit, taki jak na przyktad atom dwu-
poziomowy, to réwnanie (2.12) opisuje dzialanie poprawnej bramki kwanto-
wej. Ponadto dla kazdego czasu t otrzymuje si¢ inng bramke kwantowa, z
czego wynika istnienie nieskonczonej ilosci nietrywialnych bramek jednoku-
bitowych.

Bardzo istotnym faktem jest liniowos¢ operatora ewolucji, ktora prowadzi
do liniowosci bramek kwantowych. Wtasnosci operatoréw liniowych pozwa-
laja ustali¢, jak bramka kwantowa dziata na stan superpozycji. Otdz dzia-
tanie dowolnej bramki kwantowej, ktora oznacza¢ bedzie symbol U, na stan
|¥(0)) = «|0) + B]1) mozna przedstawi¢ nastepujaco

U(al0) +5]1)) = aU|0) + pU[) = o/|0) +]1).

7 liniowosci bramek kwantowych wynika réwniez mozliwos¢ ich przedstawie-
nia w niezwykle wygodnej postaci macierzowej. Dziatanie bramki kwantowej
na kubit znajdujacy sie w stanie superpozycji wyglada w tym formalizmie
nastepujaco

0

R

Ulg]:[g],gdzie yo>:lé] 1)

W powyzszych réwnaniach amplitudy o/ 1 5" sg w ogdélnosci nieznane, gdyz
kazda z bramek modyfikuje stan kubitu na inny sposob. Jednak muszg one
spelnia¢ warunek normalizacyjny |o/|* + |#|* = 1, poniewaz suma praw-
dopodobienstw znalezienia si¢ kubitu w obu mozliwych stanach musi by¢
rowna jednosci. Z tego wymogu wynika warunek, jaki musi spelia¢ macierz
reprezentujaca dowolna bramke kwantowa. Unormowanie stanu pozostaje
niezmienione wytacznie dla macierzy unitarnych, to znaczy takich, dla kto-
rych macierza odwrotna jest ich sprzezenie hermitowskie UUT = I. Jest
to jednak jedyny warunek, jaki musi spetnia¢ macierz opisujaca prawidtows
bramke kwantowa. Pierwszag konsekwencja tego, ze kazda macierz unitarna
reprezentuje jakas bramke kwantows, jest nieskonczona ilo$¢ bramek kwan-
towych dziatajacych na jednym kubicie. Druga zas, by¢ moze wazniejsza
konsekwencjg unitarnosci, jest fakt odwracalno$ci dziatania bramek kwan-
towych. Kazda macierz unitarna U ma macierz odwrotna U', wykonujaca,
odwrotne przeksztalcenie i bedaca réwniez macierzg unitarng, a wiec taka,
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ktorej odpowiada jakas bramka kwantowa. Tak wiec dla dowolnej bramki
kwantowej istnieje taka bramka kwantowa, ktéra odwraca jej dziatanie. Ta
cecha odréznia bramki kwantowe od klasycznych, poniewaz klasyczne bramki
nie zachowuja informacji o stanie poczatkowym, a wigc nie mozna odwrdécié
ich dziatania.

Na podstawie powyzszej dyskusji mozna przedstawi¢ macierzowe repre-
zentacje najwazniejszych kwantowych bramek jednokubitowych. Jednymi z
nich sa macierze Pauliego zdefiniowane ponizej

0 1 0 —1 1 0
S LR R S IS I |
Bramka X jest kwantowa wersja klasycznej bramki NOT, co tatwo mozna
sprawdzi¢, dziatajac nia na dowolny stan kubitu

alls)-1a]

Jak wida¢, po zadziataniu bramka X amplitudy zostaja wymienione, a wiec
stan |0) zostal zmieniony w |1) a stan |1) w |0). Aby jeszcze wyrazniej widaé
byto, ze dziatanie to odpowiada zaprzeczeniu, wystarczy zatozy¢ szczegdlny
przypadek, w ktérym na poczatku kubit bylby przygotowany w stanie |0),
co odpowiada amplitudom « = 11 g = 0. Ciekawa jest tez pewna wta-
snos¢, ktorag macierz X posiada. Otéz jest ona odwrotna do samej siebie,
poniewaz spetniona jest rownos¢ XX = [. Jest to dodatkowym potwier-
dzeniem stuszno$ci identyfikacji macierzy X jako kwantowej wersji bramki
NOT, poniewaz w klasycznej logice podwdjne zaprzeczenie jest tozsame z po-
twierdzeniem. Nalezy zwréci¢ uwage na to, ze cho¢ w przypadku klasycznym
taka wtasnos¢ dotyczy wytacznie bramki NOT, to w informatyce kwantowej
istnieje wiele bramek reprezentowanych przez macierze odwrotne do samych
siebie. Na przyktad tatwo mozna sprawdzi¢, ze wtasnos$é¢ te posiadaja pozo-
stale macierze Pauliego.

Bramke kwantowa NOT bardzo tatwo jest zrealizowaé¢ dla uktadu, w kto-
rym pojedynczy foton moze poruszaé¢ sie dwoma torami |0) lub |1). Wystar-
czy uzy¢ dwoch ptytek swiattodzielacych i dwoch zwierciadet, jak przedsta-
wiono na rysunku 2.5. Jezeli stan poczatkowy bedzie tak przygotowany, ze
foton na pewno bedzie poruszaé sie po drodze |0), to po przejsciu przez dwie
ptytki $wiattodzielace znajdziemy go z caly pewnoscig na drodze [1”). Jesli
za$ foton zostanie wystany droga |1), podczas gdy mod na drodze |0) bedzie
w stanie prozni fotonowej, to po przejsciu przez dwie ptytki swiattodzielgce i
opuszczeniu uktadu foton zostanie znaleziony w modzie |0”). Skoro podwdjne
zastosowanie ptytki §wiattodzielacej dziata jak kwantowa bramka NOT, to w
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>
0> 0>

1> I
0>

Rysunek 2.5: Realizacja kwantowej bramki NOT opisywanej macierza X.

takim razie mozna zada¢ pytanie: jaka bramke realizuje pojedyncza ptytka
swiattodzielaca? Otoz pojedyncza ptytka swiatlodzielaca, przedstawiona na
rysunku 2.6, odpowiada bramce v NOT, poniewaz v NOTVNOT = NOT (z

doktadnoscia do globalnego czynnika fazowego ¢, ktéry mozna zaniedbac).
Ta operacja nieznana klasycznej logice ma nastepujacg posta¢ macierzows

0> I

11> 0>

Rysunek 2.6: Realizacja kwantowej bramki v NOT.

7 1

\/Y—ill. Z] (2.13)

Kolejnymi waznymi bramkami kwantowymi sa bramka Hadamarda ozna-
czona symbolem H oraz bramka fazowa oznaczona przez S

gl ] ()

Za pomoca pierwszej z nich mozna kubity przygotowane w stanach bazowych
przeprowadza¢ w stan superpozycji obu stanéw bazowych wedtug wzorow

HI0) = —=(0)+ 1)),
HILY = —=(0) = 1)), 2.14)

S-S
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Natomiast bramka S wprowadza dodatkowy czynnik fazowy i wytacznie
do amplitudy zwiazanej ze stanem |1), nie zmieniajac amplitudy stanu |0).
Zreszta podobnie dziala macierz Pauliego Z, wprowadzajac czynnik fazowy
—1. Poniewaz czynnik fazowy i zwigzany jest z przesunieciem fazy o kat
7/2, a czynnik —1 z przesunieciem fazy o kat dokladnie dwa razy wiekszy,
to podwojne zadziatanie bramka S rownowazne jest zadziataniu bramki 7,
czyli S? = Z.

Zwiazek z obrotami o roézne katy maja nie tylko bramki Z i S, lecz
wszystkie bramki jednokubitowe. Dzialanie dowolnej jednokubitowej bramki
kwantowej mozna przedstawi¢ jako ztozenie obrotéw zmieniajacych potoze-
nie punktu, reprezentujacego stan kubitu na sferze Blocha. Na przyktad
macierze Pauliego X, Y i Z sa zwiazane z obrotami na sferze Blocha wokodt
osi x, y i 2z, odpowiednio. Operatory dokonujace obrotu o kat 6 dookota
tych osi sa dane wzorami: R, (0) = exp(—i6X/2), R,(0) = exp(—ifY/2) i
R.(0) = exp(—ifZ/2) i maja nastepujaca posta¢ macierzowa

[% s i O [% i 0
COS 5 —1811 5 COS5; —SIng
R — 2 2 . R — 2 2
w(e) s i O [ ) y(6> i 0 0 )
7 S111 5 COS ) S1n 5 COS 5

€—i9/2 0
RZ(H) = [ 0 i0/2 ]

Mozna udowodnié [42], ze kazda bramke jednokubitowa w pelni definiuja
trzy liczby rzeczywiste 3, v i 0 bedace katami obrotow wokot osi z, y i
z, odpowiednio. Przedstawienie jednokubitowej bramki za pomoca ztozenia
dwdbch obrotow wokot osi z i jednego obrotu wokot osi y wyglada nastepujaco

[ _ gio e P20 cos? —sinl |[e®? 0
N 0 ehr? sinl  cosi 0 el |

2
gdzie exp(ia) jest globalnym czynnikiem fazowym, ktéry mozna pominaé.
Najwazniejszy wniosek, wyptywajacy z powyzszych rozwazan jest taki,
ze pomimo istnienia nieskonczonej ilosci bramek jednokubitowych, kazda z
nich da sie zrealizowa¢ dowolnie doktadnie, dysponujac pewnym skonczonym
zestawem bramek realizujacych obroty wokot osi y i z. To bardzo upraszcza
zagadnienie operowania stanem jednego kubitu. Pozostaje jednak problem
nieskonczonej ilosci kwantowych bramek dziatajacych na wielu kubitach. Ob-
liczenia kwantowe, analogicznie do klasycznych, wymagajg dziatania na reje-
strach ztozonych z wielu kubitéow. Kubity z kwantowego rejestru moga by¢ ze
soba splatane. Nie istnieje zaden odpowiednik sfery Blocha, opisujacy stan
wielu kubitéow, a wiec nie mozna uprosci¢ problemu operacji wykonywanych
na wielu kubitach w podobny sposob, jak to zrobiono dla jednego kubitu.
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W takiej sytuacji bardzo by sie przydala kwantowa wersja bramki uniwer-
salnej. Okazuje sie, ze taka bramka istnieje. Jest to bramka dziatajaca na
dwoch kubitach i nazywa sie bramka sterowanego zaprzeczenia [43,44]. Jej
symbolem jest CNOT i tworzy ona wraz z bramkami jednokubitowymi ze-
staw uniwersalny, z ktérego elementéw mozna ztozy¢é dowolng wielokubitows
operacje. Pierwszy z kubitow, na ktore dziata bramka CNOT, jest nazywany
kubitem sterujacym, a drugi sterowanym. Zmiana stanu kubitu sterowanego
uzalezniona jest od stanu kubitu sterujacego. CNOT wykonuje na kubi-
cie sterowanym operacje negacji wtedy, gdy kubit sterujacy znajduje sie¢ w
stanie |1). W przeciwnym przypadku stan kubitu sterowanego nie zostaje
zmieniony. Zatem dziatanie bramki CNOT mozna przedstawi¢ nastepujaco

CNOT|0)1]0)2 = [0)1]0)2,
CNOT[0)1[1)2 = [0)1]1)2,
CNOT[1)1]0)2 = [1)1[1)2,
CNOT[1)1[1)2 = [1)1|0)2. (2.15)

Powyzsze réwnania prowadza do bardzo ciekawego wniosku. Ot6z bramka
CNOT jest kwantowym uogolnieniem klasycznej bramki XOR. Uzycie opera-
¢ji dodawania modulo dwa do uproszczenia zapisu dziatania bramki CNOT
danego réwnaniami (2.15) prowadzi do wyrazenia CNOT|a,b) = |a,a @ b),
opisujacego wtasnie klasyczng bramke XOR.

Bramka CNOT operuje na dwéch kubitach, a wiec operator jej odpo-
wiadajacy dziata w przestrzeni o dwa razy wigkszym wymiarze, niz opera-
tory bramek jednokubitowych. Dlatego azeby moc podaé¢ macierzowa postac
bramki CNOT, trzeba najpierw pozna¢ macierzowa reprezentacje wektoréw
bazowych czterowymiarowej przestrzeni Hilberta. W tym celu wykorzystaé
mozna iloczyn tensorowy macierzy zwany rowniez iloczynem Kroneckera. Re-
zultatem iloczynu Kroneckera dwoch macierzy, macierzy A o m wierszach i
n kolumnach i macierzy B o w wierszach i z kolumnach, jest duza macierz
A® B majaca m-w wierszy i n-z kolumn. Matematycznie iloczyn Kroneckera
dla macierzy

a1 a1 ... Qip bll blg e blz
921 929 ... Qo 621 b22 Ce bZz

Am1 Am2 ... Qmn bwl bw2 bwz
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definiuje sie nastepujaco

anB CL12B N (llnB
anB apB ... a,B

AoB=| = B0 (2.16)
a/mlB amQB Ce a/mnB

Stosujac iloczyn Kroneckera tatwo mozna otrzymac reprezentacje macierzowe
stanéw bazowych iloczynu przestrzeni obu kubitow. Oznaczajac te stany
bazowe przez [00) = |0); ® [0)s, [01) = [0); @ |1), [10) = [1); ® |0)5 i
|11) = |1); ® |1)5 dostaje sie

B —
0 0

w=[1]efa]= |3 m=[3]e[0]- 5
0 1

Dysponujac stanami bazowymi przestrzeni obu kubitéw, mozna przedstawic¢
posta¢ macierzowg bramki CNOT, ktéra w tej bazie jest nastepujaca

100 0
0100
CNOT = 000 1
0010

Na koniec warto przesledzi¢ przyktad ilustrujacy zastosowanie uniwersal-
nego zestawu bramek kwantowych do realizacji bardzo waznej w informatyce
kwantowej operacji tworzenia stanu splatanego dwoch kubitow. W tym celu
oprocz bramki CNOT potrzebna jest jeszcze jedna bramka jednokubitowa
wprowadzajaca kubit w stan superpozycji obu stanéw bazowych. Moze to
by¢ wiec na przyktad bramka Hadamarda. Na poczatku oba kubity znaj-
duja sie w swoich stanach bazowych. Dla uproszczenia rozwazan wybrany
zostanie stan bazowy |00). Procedura platania zaczyna si¢ od zadziatania
bramka Hadamarda na pierwszy kubit, w wyniku czego otrzymuje si¢ stan
(10); 4 |1)1)|0)2/+/2. Wyrazenie to mozna zapisaé¢ krocej, uzywajac stanow
bazowych czterowymiarowej przestrzeni Hilberta (|00) +|10))/v/2. Poniewaz
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kubit sterujacy znajduje sie w superpozycji, to bramka CNOT spowoduje
zmiane stanu kubitu sterowanego tylko w jednym wyrazie, w rezultacie czego
otrzymuje si¢ stan splatany

CNOT(]00) + [10))/v/2 = (CNOT|00) + CNOT|10))/v/2
(100) + [11))/v/2. (2.17)

Latwo mozna sprawdzi¢, ze stany splatane wytwarzane sg rowniez, gdy kubity
przygotowane sa na poczatku w innych stanach bazowych.

2.4 Algorytmy kwantowe

W klasycznej informatyce niezwykle waznym pojeciem jest algorytm. Stowo
Lalgorytm” pochodzi od imienia Al-Khwarizmi, ktére nosit autor stynnego
perskiego podrecznika ,Zasady redukcji i przenoszenia” napisanego w dzie-
wiatym wieku naszej ery [45]. Imie to zmienione do formy ,algorism” funkcjo-
nowalo w $redniowieczu, oznaczajac wykonywanie dziatan arytmetycznych
przy uzyciu liczb arabskich. Stowo to ulegato dalszym przeobrazeniom i
zmianom znaczenia, az do dzisiejszej formy ,algorytm” i znaczenia zblizo-
nego do znaczenia stow: przepis, metoda, procedura. W informatyce pojecie
algorytmu jest bardziej konkretne i oznacza ,skonczony zbiér regut wska-
zujacy kolejnosé operacji przy rozwiazywaniu problemu pewnego typu” [45].
Rozwigzaniem problemu sg dane wyjsciowe, ktére algorytm wytwarza, prze-
ksztatcajac w kolejnych krokach dane wejSciowe. Poprawny algorytm musi
zatrzymac sie po skonczonej liczbie krokéw i da¢ dobry wynik. Oprécz tego
poprawny algorytm musi by¢ dobrze zdefiniowany. Dzieki temu, ze algorytmy
cechujg sie precyzyjnym zdefiniowaniem kazdego wykonywanego kroku, to
moga by¢ one realizowane mechanicznie. Idea realizowania algorytmow przez
maszyny zostata sformalizowana w 1936 roku przez Alana Turinga [46] w ma-
tematycznym modelu takiej maszyny. Ten model zostal nazwany maszyna
Turinga na czes$¢ jego tworcy i stal sie uznanym $rodkiem matematycznego
opisu algorytméw. Matematyczne ujecie problemu algorytméw pozwolito na
sformutowanie wielu bardzo waznych twierdzen. W pierwszym z nich Turing
pokazal, ze istnieje Uniwersalna Maszyna Turinga, ktéra moze symulowac
dziatanie dowolnej innej maszyny Turinga. Ponadto twierdzit, ze dowolny al-
gorytm moze zosta¢ wykonany przez Uniwersalng Maszyne Turinga. Z tego
twierdzenia wynika teza, nazwana tezg Churcha-Turinga, o mozliwosci sy-
mulowania przez Uniwersalng Maszyne Turinga dowolnej innej abstrakcyjnej
lub rzeczywistej maszyny wykonujacej algorytmy [47]. Po modelu Turinga
powstalo wiele innych, jak na przyktad funkcje rekurencyjne, sieci bramek lo-
gicznych lub maszyny RAM. Jednak zgodnie z teza Churcha-Turinga wszyst-
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kie one moga by¢ emulowane przez Uniwersalng Maszyne Turinga. PdZniej
tezie Churcha-Turinga zostala nadana jeszcze mocniejsza forma, w ktorej
postuluje sie mozliwo$é¢ efektywnego wykonywania przez maszyne Turinga
dowolnego algorytmu, dajacego sie efektywnie wykona¢ na dowolnej innej
maszynie. Efektywnos$¢ rozwigzywania zagadnien odgrywa bardzo istotna
role w informatyce, poniewaz zwigzana jest bezposrednio z czasem potrzeb-
nym do ukonczenia zadania. Miarg efektywnosci algorytmow jest funkcja
zalezna od rozmiaru danych wejsciowych, zwracajaca liczbe krokéw, ktora
algorytm wykona zanim zwréci dane wyjsciowe. Dla bardzo wielu proble-
mow nie ma efektywnie rozwigzujacych je algorytméw wykonywanych przez
maszyne Turinga. W tych nieefektywnych algorytmach zaréwno liczba kro-
kow, jak i czas obliczen wzrastaja zwykle wyktadniczo z rozmiarem danych
wejsciowych, dlatego wiele istotnych zagadnien nie da si¢ rozwiazaé¢ za po-
moca klasycznych maszyn. Konsekwencja tego byto kilka prob znalezienia
maszyn, bedacych bardziej efektywnymi od maszyny Turinga, istnienia kto-
rych zaprzeczata teza Churcha-Turinga. Jednak proby te nie doprowadzity
do wielkiego przetomu.

Przetom nastapil w 1985 roku, gdy David Deutsch [22] zauwazyl, ze do-
wolny abstrakcyjny model obliczen, aby by¢ przydatnym, musi mie¢ swoja
fizyczng realizacje, a skoro tak, to kazdy taki matematyczny model podlega
prawom fizyki. Maszyna Turinga dziata zgodnie z prawami fizyki klasycznej,
tymczasem fizycy dokonali wielkiego postepu, rozwijajac fizyke kwantows.
Deutsch zaproponowat, aby zastosowa¢ w maszynach liczacych nowe mozli-
wosci, jakie wynikaty z fizyki kwantowej, a ktore byty nieosiagalne w fizyce
klasycznej. Klasyczna logika wyklucza mozliwos¢ znalezienia si¢ bitu w sta-
nie 0 i jednocze$nie w stanie 1, podczas gdy dla kwantowych bitéow jest to
naturalny stan. Wtasnos¢ ta umozliwia jednoczesne wykonanie operacji dla
wielu roznych danych wejsciowych, co prowadzi do znacznego przyspiesze-
nia algorytméw. To tak zwane kwantowe zrownoleglenie najtatwiej bedzie
zaprezentowa¢ na uproszczonej wersji przyktadu, przytoczonego przez sa-
mego Deutscha do udowodnienia wyzszosci komputeréw kwantowych nad
klasyczng maszyna opisywang przez maszyne Turinga. Przedstawiony przez
niego przyktad reprezentuje zagadnienie, ktére mozna rozwigzaé zaréwno kla-
sycznym algorytmem, jak i kwantowym algorytmem, to znaczy wykorzystuja-
cym wspomniang przewage mechaniki kwantowej nad mechanika klasyczna.
Zagadnieniem tym jest badanie przebiegu zmiennosci nieznanej funkcji zalez-
nej od stanu kubitu. Klasycznie do zbadania takiej funkcji niezbedne bytyby
dwa kroki — sprawdzenie wartosci zwracanej przez te funkcje dla stanu |0),
a nastepnie sprawdzenie wartosci zwracanej dla stanu [1). Jednak kubit,
od stanu ktérego zalezy ta nieznana funkcja, moze by¢ przygotowany w su-
perpozycji obu tych stanéw, co prowadzi do jednoczesnego policzenia obu
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zwracanych wartosci. Aby kubit znalazt sie w superpozycji, nalezy uzyé¢ od-
powiedniej bramki kwantowej, takiej jak na przyktad bramka Hadamarda.
Badana funkcja musi by¢ rowniez reprezentowana przez odpowiednig bramke
kwantowa. Tak wiec algorytm kwantowy mozna przedstawi¢ za pomoca se-
kwencji bramek kwantowych dziatajacych na kubitach. Takg sekwencje bra-
mek tatwo jest przedstawi¢ na rysunku w postaci schematu. Na rysunku 2.7

10) —d H a a f—s

10,/(0))+11, /(1))
Uf V2

10) b b® f(a) |prmm—

Rysunek 2.7: Kwantowe zrownoleglenie w algorytmie, wyznaczajacym war-
tosci nieznanej funkcji f.

przedstawiony jest schemat algorytmu, obliczajacego jednocze$nie wszyst-
kie wartosci zwracane przez nieznang funkcje f. Badanym elementem jest
bramka U; dzialajaca na dwa kubity wedtug wzoru Us|a,b) = |a,b & f(a)).
Aby méc obliczy¢ wartos¢ zwracang przez funkcje f, nalezy ustali¢ stan dru-
giego kubitu o symbolu b na |0), poniewaz dodanie zera nie zmieni zwracanej
wartosci 0 @ f(a) = f(a). 7Z kolei stan pierwszego kubitu, ktéry jest ar-
gumentem funkcji f, powinien by¢ stanem superpozycji, azeby wykorzystaé
kwantowe zrownoleglenie. W tym celu na kubit a znajdujacy sie poczatkowo
w stanie |0) dziala sie bramka Hadamarda. Latwo mozna obliczy¢, ze ukltad
obu kubitéw po zakonczeniu tego algorytmu znajduje sie w stanie

10, £(0)) + |1, f(1))
N :

Zatem faktycznie udalo sie policzy¢ w jednym kroku obie zwracane przez
funkcje f wartosci. Widaé jednak, ze pojawil sie niespodziewany problem
— wyniki te znajduja sie w stanie splatanym. Tak wiec pomiar wykonany
po tym algorytmie zwroci nam tylko jedna z dwoch wartosci funkeji. Jednak
potrafig to i klasyczne algorytmy. Co gorsza, wynik pomiaru jest losowy, to
znaczy, ze w potowie przypadkéw zwraca stan |0, f(0)), a drugiej potowie
stan |0, f(1)). W wyniku tego dwukrotne uruchomienie algorytmu nie gwa-
rantuje poznania obu wartosci zwracanych przez f, podczas gdy dwukrotne

(2.18)
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uruchomienie klasycznego algorytmu daje pewno$¢ ich poznania. Mozna za-
tem odnie$¢ wrazenie, ze kwantowe zréownoleglenie nie daje zadnej przewagi
nad klasycznymi algorytmami. Jednak David Deutsch udowodnit, ze jest to
mylne wrazenie, przynajmniej dla pewnej klasy zagadnien. Wpadt on na po-
myst wyciggniecia pewnej informacji o globalnej wtasnosci funkcji f ze stanu
superpozycji (2.18) za pomoca wykorzystania innej podstawowej wlasnosci
mechaniki kwantowej — interferencji. Interferencja prowadzi do wygasze-
nia sie jednych amplitud, a wzmocnienia innych. Zeby wykorzystaé¢ zjawisko
interferencji, Deutsch nieznacznie zmodyfikowal przedstawiony wczeéniej al-
gorytm do postaci przedstawionej schematycznie na rysunku 2.8. Jak widac,

[0) H a a H e | F(0)® f(1))
10)—1) Uf
) H b be f(a) ‘0>gl>

Rysunek 2.8: Kwantowe zréwnoleglenie w algorytmie Deutscha.

kubit b zostat za pomoca bramki Hadamarda wprowadzony w stan super-
pozycji, podobnie jak kubit a. Jednak zeby niektére z amplitud mogly sie
wygasi¢, potrzebna jest superpozycja (|0) — [1))/v/2 i dlatego na poczatku
kubit b znajduje si¢ w stanie |1). Bramka kwantowa Uy dziala wéwczas na
stan bedacy superpozycja wszystkich stanéw bazowych

0o+ o o 100 = L)
V2 V2

Dziatanie tej bramki na kazdy ze standow bazowych zalezy od postaci funkcji
f, jak przedstawiono ponizej

= (00— Jo1) +10) ~ 1)) (219)

Us[00) = 10,0 @ f(0));  Usl01) = 0,1 @ f(0));

Upl10) = [L,0@ f(1));  Ugll) = |1,1@ f(1)).

W celu przedstawienia stanu uktadu kubitéw po zadziataniu bramki U; na-
lezatoby przyja¢ konkretng postaé funkcji f. Latwo mozna sprawdzié, ze z
doktadnoscia do globalnego czynnika fazowego stan ten przyjmuje dwie moz-
liwe formy. Pierwsza z nich odpowiada przypadkom, dla ktorych funkcja jest
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stata, to znaczy f(0) = f(1). Wowczas stan uktadu obu kubitéw jest dany
wzorem

(0o +[La o 10 = [L)e
V2 V2o

Druga mozliwa posta¢ stanu uktadu da sie przedstawi¢ nastepujaco

1 10} = Da _ [0)s — [1)
2100} = 101) = 10} + J11)) = Fei e ER (2.21)

i odpowiada przypadkom, dla ktérych funkcja przyjmuje rézne wartosci, to
znaczy f(0) # f(1). Wida¢ zatem, ze stan pierwszego kubitu po jednym uru-
chomieniu wskazuje na to, czy funkcja jest stata czy nie. To jest znaczacy
wynik, poniewaz klasyczny algorytm potrzebowatby dwoch wywotan funkcji
f, zeby ustali¢ ten fakt. Jednak zeby wynik moéglt by¢ odezytany w sposob
pewny, to stan pierwszego kubitu musi zosta¢ sprowadzony do stanu bazo-
wego. Dlatego na koniec algorytmu Deutscha dziata sie na kubit a bramka
Hadamarda otrzymujac

;(|00> Z101) + [10) — [11)) = (2.20)

006 — [1)s
V2
06 — [1)s
V2

A wiec jesli pomiar stanu pierwszego kubitu da w wyniku stan |0), to oznacza
to statos¢ funkcji f, jesli zas |1), to funkcja zwraca rézne wartosci. Zaleznosé
stanu pierwszego kubitu od statoéci funkcji mozna podsumowaé¢ wyrazeniem
okreslajacym stan konicowy pierwszego kubitu |f(0) & f(1)).

Algorytm Deutscha pozwala wykazaé, ze komputery kwantowe mogg dzia-
ta¢ szybciej, niz komputery klasyczne. Jednak dla tego przypadku efektyw-
nos¢ nie rézni sie az tak znaczaco od efektywnosci klasycznych algorytmow.
Ponadto zagadnienie, ktore algorytm Deutscha rozwiazuje, nie jest szczegdl-
nie istotne w informatyce. Dlatego pomyst zbudowania komputeréow kwan-
towych potraktowano jedynie jako ciekawostke. Sytuacja diametralnie sie
zmienita, gdy Peter Shor [23] znalazl spos6b na wykorzystanie kwantowego
zrownoleglenia do rozwigzania bardzo waznego zagadnienia, a mianowicie
faktoryzacji liczb catkowitych. Jest to niezwykle wazne zagadnienie, ponie-
waz brak efektywnego klasycznego algorytmu rozktadajacego liczby catko-
wite na czynniki pierwsze zapewnial bezpieczenstwo nowoczesnych szyfrow
opartych na kodowaniu RSA. Najszybszy algorytm klasyczny ma wyktadni-
cza ztozono$¢ obliczeniowa. W praktyce oznacza to, ze faktoryzacja duzych

dla f(0) = f(1),
dla £(0) # f(1). (2.22)
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liczb jest zadaniem nierozwiazywalnym. Tymczasem algorytm Shora rozwia-
zuje ten problem w czasie wielomianowym. Oznacza to, ze o ile nawet naj-
szybszym klasycznym komputerom rozktad 400-cyfrowej liczby na czynniki
pierwsze zajatby czas dluzszy, niz czas jaki uptynal od Wielkiego Wybuchu
do chwili obecnej, to komputer kwantowy potrzebowaltby zaledwie kilku lat.

Zainteresowanie informatyka kwantowa wzrosto jeszcze bardziej, gdy Lovi
Groverowi [24] udalo sie wykorzysta¢ kwantowe zréwnoleglenie w innym bar-
dzo waznym zagadnieniu, jakim jest szukanie danego elementu w nieposorto-
wanym zbiorze. Przyspieszenie, jakie uzyskuje sie, korzystajac z algorytmu
Grovera, nie jest tak spektakularne jak w przypadku algorytmu Shora, jed-
nak jest i tak znaczace bo kwadratowe. A jak istotny jest problem szukania
danego elementu w nieposortowanym zbiorze wie kazdy, kto korzysta z in-
ternetu.

2.5 Twierdzenie o nieklonowaniu

W klasycznej informatyce bardzo czesta operacja jest kopiowanie informa-
¢ji. Skopiowanie bitu mozna wykonaé¢ bardzo prosto — wystarczy odczytac
stan bitu zrédtowego i ustawi¢ odpowiednio stan bitu docelowego. Niestety
tej techniki nie mozna zastosowaé¢ do kopiowania stanéw kwantowych bitow,
poniewaz nie da sie¢ odczyta¢ stanu kubitu znajdujacego sie w superpozycji
stanéw bazowych. Jednak w klasycznej informatyce mozna kopiowanie bi-
tow wykonaé réwniez za pomocg innej techniki, a mianowicie zastosowania
bramki XOR. Jesli pierwszy z bitow znajduje sie w stanie a, i jesli drugi bit
ustawiony zostanie w stanie 0, to w wyniku zadziatania bramki XOR dostaje
sie a & 0 = a, czyli kopie pierwszego bitu. Czy mozna zatem skopiowaé
dowolny stan kubitu, stosujac odpowiednig bramke kwantowa? Okazuje sig,
ze réwniez i w ten sposob jest to niemozliwe. Oto6z jesli zatozy sie istnienie
kopiujacej bramki kwantowej, to znaczy takiej, ktorej dziatanie opisuje na-
stepujace wyrazenie U|¢) ® |¢) = |1) ® |[1), to dochodzi sie do sprzecznosci.
Z jednej strony, stosujac te definicje do ogdlnego stanu [¢)) = «|0) + (1),
dostajemy

U(al0) +6[1)) ©10) = (al0) + G]1)) @ (a]0) + 5]1))
= a?|00) + aB|01) + aB]10) + B%[11). (2.23)

Jednak z drugiej strony z liniowosci bramek kwantowych wynika
U(a)0) + 6]1)) ® |0) = U(a|00) + 5]|10)) = «|00) + 5]11). (2.24)

Otrzymuje sie sprzeczne wyniki, a zatem zalozenie istnienia kwantowej bramki
kopiujacej dowolne stany kwantowe jest btedne. Twierdzenie o niemozno$ci
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kopiowania informacji kwantowej udowodnione zostato przez Williama Wo-
ottersa i Wojciecha Zurka [48,49] i nazywane jest twierdzeniem o nieklono-
waniu. Mozna zatem zadaé¢ pytanie: jak jest mozliwe kopiowanie klasycz-
nej informacji, skoro nie da sie skopiowa¢ informacji w mechanice kwanto-
wej, bedacej uogdlnieniem klasycznej. Jednak te pozornag sprzecznos¢ da sie
tatwo wyjasni¢. Z faktu niemoznosci skopiowania dowolnego stanu kwan-
towego nie wynika, ze nie da sie skopiowa¢ zadnego stanu. Okazuje sie,
ze mechanika kwantowa nie zabrania kopiowania stanow bazowych. Latwo
mozna sprawdzi¢, ze jesli kopiowany kubit bedzie w stanie |0), co odpowiada
amplitudom o« = 11 # = 0, to sprzeczno$¢ pomiedzy réwnaniem (2.23),
a réwnaniem (2.24) znika. Podobnie mozliwe jest skopiowanie stanu [1).
Bramka, ktora wykonuje takie kopiowanie, jest oczywiscie kwantowe uogol-
nienie bramki XOR, czyli bramka CNOT. Jesli bowiem wiemy, ze kopiowany
kubit znajduje si¢ w jednym ze stanéw bazowych, a kubit docelowy zostanie
przygotowany w stanie |0), to zadzialanie tej bramki na uktad obu kubitéw
opisuje wyrazenie CNOT|00) = |00) albo wyrazenie CNOT|10) = |11). W
obu wyrazeniach stan pierwszego kubitu zostat skopiowany.

Pomimo istnienia twierdzenia o nieklonowaniu podejmowano rézne proby
skopiowania dowolnego stanu kwantowego. Na przyktad rozwazano wykorzy-
stanie do tego celu operacji nieunitarnych. Wszystkie te préby zakonczyty
sie niepowodzeniem, co nie dziwi, biorgc pod uwage fakt, ze taka mozliwosé
doprowadzitaby do wielu paradokséow. Na przyktad, gdyby kopiowanie sta-
now kwantowych byto wykonalne, to kopie mogtyby postuzy¢ do doktadnego
odczytu stanu kwantowego, czy tez do naruszenia zasady nieoznaczonosci
Heisenberga. Podazajac dalej tym tropem, mozna si¢ zapytac¢, czy istnieje
sposéb przyblizonego kopiowania stanéw kwantowych taki, aby te przybli-
zone kopie nie mogty doprowadzi¢ do paradoksow. Okazuje sie, ze takie
przyblizone kopiowanie jest mozliwe i sg nawet znane algorytmy kwantowe
wykonujace takie kopiowanie [50-54].

2.6 Wiernosé

7 twierdzenia o nieklonowaniu wiadomo, ze nie mozna dokltadnie skopio-
wa¢ dowolnego stanu kwantowego. Wiadomo jednak, ze wykonalne jest
kopiowanie przyblizone dowolnego stanu kwantowego. Pojawia si¢ zatem
problem ustalenia, jak bardzo kopie moga by¢ zblizone do stanu kopiowa-
nego. Potrzebna jest zatem wielkos¢ wyznaczajaca to podobienstwo ilo-
Sciowo. Taka wielko$¢ potrzebna jest nie tylko w przypadku algorytmoéw
przyblizonego kopiowania kwantowego, ktore z definicji nie mogg kopiowaé
doktadnie. Stan podobny do oczekiwanego otrzymuje sie w doswiadczalnych
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realizacjach wszystkich algorytmoéow, poniewaz nie da si¢ idealnie odizolo-
waé uktadu kwantowego, realizujacego algorytm, od otoczenia. Wynikiem
wplywu otoczenia sa procesy ttumienia uniemozliwiajace otrzymanie doktad-
nego wyniku.

Najpowszechniej uzywanag miara odlegtosci pomiedzy dwoma stanami
kwantowymi jest wielko$¢ zwana wiernoscig i przedstawiana za pomoca sym-
bolu F. W przeciwienstwie do innej popularnej miary, nazywanej odlegtoscia
w sensie Sladu, wierno$¢ nie jest metryka. Wynika to z faktu, ze wiernosé
dla dwoch identycznych standéw przyjmuje warto$é F'(|¢), [10)) = 1, podczas
gdy metryka musi by¢ dla takiego przypadku réwna zeru. Wiernosé¢ rowniez
przyjmuje warto$¢ réwng zeru, jednak w przeciwienstwie do metryk dzieje sie
to dla stanéw najbardziej ,jodleglych” od siebie, to znaczy dla stanéw orto-
gonalnych, dajacych si¢ w pomiarze rozrézni¢. Pomimo tego, ze wiernos¢ nie
jest metryka, to jest bardzo wygodna miarg odlegtosci standéw kwantowych,
ktora ma silne powigzania z metrycznymi miarami odlegltosci. Na przyktad,
tatwo mozna za pomoca wiernosci zdefiniowa¢ metryke.

Wiernos$¢ wyznaczajaca podobienstwo dwéch wektorow [¢) i |¢), opisu-
jacych stan ukladu izolowanego, definiuje sie nastepujaco [55]

F([¢),16)) = [(wlg) . (2.25)

7 tej definicji widaé, co wezesniej wspomniano, ze wiernos$é jest rowna jed-
nosci dla dwéch identycznych stanéw, mniejsza od jednosci, gdy |¢) jest
niedokladna kopia |¢) i przybiera najmniejsza warto$é réwna zeru dla sta-
now ortogonalnych. Mozna zatem zapisa¢ wartosci przyjmowane przez wier-
nosé¢ za pomoca nieréwnosci 0 < F < 1. Z réwnania (2.25) widaé réwniez,
ze wiernos¢ jest funkcja symetryczng ze wzgledu na swoje argumenty, czyli
F(|y), o)) = F(|¢),|v)). Taka wlasnosé jest oczywiscie niezbedna, aby ja-
kakolwiek wielkos¢ mogta by¢ uznana za przydatna miare odlegtosci.

Definicja (2.25) jest dobra dla stanéw uktadéw izolowanych. Jednak cze-
ste stosowanie wiernosci wynika gltownie z niemoznosci idealnego odizolo-
wania uktadu od otoczenia. Uklad oddziatujacy z otoczeniem nazywamy
uktadem otwartym. Poprawny opis takich uktadéw za pomoca réwnania
Schrodingera i wektorow z przestrzeni Hilberta jest niemozliwy, poniewaz
wektory te musialyby opisywaé réwniez stan otoczenia. Niestety otoczenie
jest tak duzym uktadem, ze Sledzenie wszystkich jego stopni swobody jest
niewykonalne. Stan uktadow otwartych mozna jednak poprawnie opisaé za
pomoca macierzy gestosci, ktéra jest zdefiniowana nastepujaco

p= sz\¢z><¢z| : (2.26)

W powyzszej definicji p; jest prawdopodobienstwem tego, ze uktad znajduje
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sie w stanie [1);). Dla takiej reprezentacji stanéw kwantowych wiernos$¢ defi-
niuje sie za pomoca nastepujacego wyrazenia [56,57]

F(p,o) = (tr(\/p1/20p1/2)>2 : (2.27)

W powyzszej definicji tr oznacza sume elementéw diagonalnych macierzy. Na
przyktad dla macierzy A dzialanie tego operatora jest nastepujace tr(A) =
> Ay Definicja (2.25) jest szczegblnym przypadkiem definicji (2.27) odpo-
wiadajaca przypadkowi, gdy oba poréwnywane stany sg stanami czystymi,
to znaczy gdy p = |¢)(¥| i 0 = |¢)(¢|. Innym szczegdlnym przypadkiem
wzoru (2.27) jest bardzo przydatny wzor [58]

E([p), 0) = (bloly), (2.28)

odpowiadajacy najczesciej wystepujacej sytuacji, gdy oczekuje sie, ze uktad
znajdzie sie w stanie czystym opisywanym przez wektor [¢), podczas gdy w
wyniku oddzialywania z otoczeniem znajduje si¢ on w stanie opisywanym
przez macierz gestosci o.

Wiernosé, oprécz symetrycznosci, ma jeszcze kilka innych cech wartych
wspomnienia. Waznag wtasnoscig wiernosci jest jej nie malenie, gdy na oba
porownywane stany zadziata si¢ kwantowa operacja U, zachowujaca slad

F(UpUY, UcU") > F(p,0). (2.29)

Sens tej cechy wiernosci tadnie ilustruje przyktad zaczerpniety z ksiazki
»,Quantum Computation and Quantum Information” [42]. Czes¢ z opera-

Rysunek 2.9: Kiedy dostepna jest tylko cze$¢ informacji, to obiekty staja sie
mniej rozroznialne.

cji zachowujacych $lad nie zmienia dostepnej informacji o stanie uktadu.
Jednak inne zmniejszajg wiedze o uktadzie. Jezeli po wykonaniu operacji
U na oba stany nadal dostepna jest cata informacja, ktéra byta osiggalna
przed wykonaniem tej operacji, to oba stany mozna tak samo dobrze roz-
rozni¢é F(UpUT, UoUT) = F(p, o). Jedli jednak wykonanie operacji wigze sie
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z utratg czesci informacji o stanie uktadu, to oba stany stang sie bardziej
podobne do siebie. Podobnie jesli zastoni sie cze$ciowo dwa obrazki, to moz-
liwos¢ ich rozréznienia si¢ zmniejsza, jak wida¢ na rysunku 2.9.

Kolejng wazng wlasnoscig wiernosci jest to, ze jest ona wklesta funkcjg obu
swoich argumentow. Jesli zatem zdefiniuje sie macierze gestosci, bedace su-
perpozycjami innych macierzy gestosci p/ = Y, pip; oraz o' = Y, qio;, to
wierno$¢ spetnia ponizsza nier6wnosé

P(Ypipi Y aoi) = Y piaiF(pi, ) (2.30)

Jak wspomniano wczesniej, chociaz wierno$¢ nie jest metryka, to ma z
nig silny zwigzek. Otz mozna w tatwy sposéb, korzystajac z wiernosci,
zdefiniowa¢ miare odlegtoéci dwoch standéw bedacag metryka. Kazdy stan
kwantowy jest reprezentowany przez jednostkowej dtugosci wektor nalezacy
do przestrzeni Hilberta. Z definicji (2.25) widaé, ze wiernos¢ jest kwadratem
iloczynu skalarnego dwoch wektoréw jednostkowych. Zatem wierno$é mozna
przedstawi¢ za pomoca wyrazenia F(|i),|d)) = (cos(K(|v),|#))))?, gdzie
K(|Y),|¢)) oznacza kat pomiedzy wektorami [¢) i |¢). Powyzsze rozumo-
wanie pozostaje poprawne réowniez dla stanéow uktadéw otwartych, poniewaz
istnieje matematyczna technika, zwana oczyszczaniem (ang. purification),
sprowadzania dowolnego stanu p do stanu czystego w odpowiednio wigkszej
przestrzeni. Korzystajac z tej techniki, wiernosé¢ da sie przedstawi¢, zgodnie
z twierdzeniem Uhlmanna [58], w postaci

_ < 2
ﬂm@—@ﬁ#%@h (2.31)

gdzie maksymalizuje sie po wszystkich oczyszczeniach [i)) macierzy gestosci
p i |¢) macierzy gestosci 0. Mozna wiec ogdlnie zapisa¢ za pomoca wiernosci
wyrazenie na kat pomiedzy dwoma wektorami odpowiadajacymi stanom p i
o w nastepujacy sposob

K(p, o) = arccos ( F(p, 0)) . (2.32)

Jest oczywiste, ze kat pomiedzy dwoma identycznymi wektorami bedzie
réwny zeru: K(p,p) = 0. Jest tez oczywiste, ze kat ten spelnia warunek
symetrycznosci K (p, o) = K (o, p). Tak wiec jesli jeszcze kat pomiedzy wek-
torami stanéw spelniatby nier6wnosé trojkata K(p, o) < K(p,7) + K(1,0),
to bytby metryka. Okazuje sie, ze spetnia nieréwnos¢ trojkata, co mozna
zobaczy¢ na przyktadzie stanéow kubitu dajacych sie przedstawi¢ na sferze
Blocha.
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Na koniec, dysponujac juz dobra miarg odlegtosci pomiedzy stanami,
mozna podsumowaé ten i poprzedni podrozdzial liczbows wartoscig ograni-
czajaca doktadnosé kopii kwantowych — wiernosé przyblizonego kopiowania
nie moze przekroczy¢ 5/6 [59,60].

2.7 Entropia Shannona i von Neumanna

Klasyczna informatyka zostata zapoczatkowana przez Turinga nauka o ob-
liczeniach. Jednak niemalze jednoczesnie rozpoczete zostaty badania nad
zrozumieniem komunikacji. Przetomu w tej dziedzinie dokonat Claude Shan-
non [61], publikujac w 1948 roku dwa artykuly, ktére staty sie fundamentem
teorii informacji i komunikacji. Oba artykuly sg poswiecone zagadnieniu
przesytania informacji przez kanat informacyjny. To przesyltanie niekoniecz-
nie musi oznaczaé¢ proces przemieszczenia informacji z jednego miejsca do
innego. Mozna tez przemieszczaé¢ informacje w czasie, czyli ja przechowy-
wacé. W tym drugim przypadku przez kanal informacyjny rozumie sie uktad,
przechowujacy informacje taki jak na przyktad ptyta CD. Pierwszy z tych
dwoch artykutow Shannona przedstawia teorie kodowania informacji w ka-
natach bez zaktécen. Natomiast drugi artykut poswiecony jest kodowaniu in-
formacji w kanatach z zakt6ceniami. W obu pracach niezmiernie wazny jest
matematyczny model zrédla informacji. Shannon przedstawit taki model,
co byto samo w sobie duzym osiggnigciem, poniewaz woéwczas matematyczne
przedstawienie zrodta informacji byto powaznym problemem.

Zrédlo informacji, w teoriach Shannona, przy kazdym uzyciu wytwarza
jeden znak, kopiujac losowo wedtug ustalonego rozktadu prawdopodobien-
stwa jeden ze znakow, nalezacych do pewnego n-elementowego zbioru zna-
kéw. Kazde uzycie zrodta jest niezalezne od poprzednich i zawsze wytwarza
znak j z prawdopodobienstwem p;, gdzie j = 1,2, ..., n. Wynikiem dziatania
takiego zrédla informacji jest zatem cigg elementow losowych. Oczywiscie
prawdziwe zrodta informacji nie spelniaja wszystkich zatozen modelu Shan-
nona. Przyktadem realnego zrodta moze by¢ tekst tej pracy. Faktycznie jest
on ztozony ze znakéw — liter, pochodzacych z konkretnego zbioru nazywa-
nego alfabetem. Co wiecej, pewne litery (na przyklad litera ,a”) pojawiaja
sie z wiekszg czestoscig od innych, jednak zdecydowanie litery nie pojawiaja
sie w tym tekscie niezaleznie od innych liter. Pomimo tego model Shan-
nona jest wystarczajaco dobrym przyblizeniem rzeczywistosci, aby mobc z
jego pomoca przedstawi¢ teorie kodowania, ktérej owocem sg kody kompre-
sji pozwalajace na zmniejszenie rozmiaréw plikéw rzeczywistych tekstow.

Shannon w artykule o kodowaniu w kanatach bez szumu rozwazal, ja-
kie fizyczne $rodki sa niezbedne, zeby moc zakodowaé w nich informacje



40 ROZDZIAL 2. PODSTAWOWE POJECIA INFORMATYKI. ..

wytworzong przez pewne zrodto okreslone przez zestaw prawdopodobienstw
pj. Jesli kanal uzywa do kodowania informacji klasycznych ukladéw dwu-
stanowych, to mozna to zagadnienie sformutowaé w nastepujacy sposob: ile
srednio bitéw jest niezbednych do zakodowania jednego znaku wytworzonego
przez zrédto charakteryzujace si¢ rozktadem p;? Warto w tym miejscu zazna-
czy¢ wyraznie, ze w tym zagadnieniu rozklad p; wystarcza do opisu danego
zrodta. Same znaki j sa jedynie etykietami i nie maja wpltywu na liczbe
bitéw niezbednych w kodowaniu. Warto rowniez zauwazy¢, ze bit okazuje
sie by¢ jednostks ilosci informac;ji.

Shannon wprowadzit wielko$¢, nazwana pozniej na jego czesé¢ entropig
Shannona, ktora okresla liczbe bitow niezbednych do zakodowania jednego
znaku wyemitowanego przez zrédto. Entropia Shannona zdefiniowana jest
wyrazeniem

S(p1,p2,---,pn) = — > _pjlogp;, (2.33)
j

gdzie dla systemu dwodjkowego logarytm ma podstawe 2. Powyzszy wzor
moze budzi¢ watpliwosci w przypadku, gdy ktores z prawdopodobienstw jest
rowne zeru, poniewaz logarytm nie jest okreslony dla zera. Dlatego obliczajac
entropie Shannona zakltada sie ze 0log 0 = 0. Bynajmniej nie jest to zalozenie
bezpodstawne. Zdarzenie niemozliwe nie moze przeciez mie¢ wpltywu na
liczbe bitow niezbednych do zakodowania wystepujacych znakéw. Poza tym
wiadomo ze lim, gz logx = 0.

Aby zrozumie¢ skad wynika powiazanie wyrazenia (2.33) ze $rednia liczba
bitéw niezbednych do zakodowania jednego znaku, dobrze jest przeanalizo-
wacé prosty przypadek zrodta produkujacego dwa znaki. Niech zrédto wytwa-
rza cyfre 0 z prawdopodobienstwem p oraz cyfre 1 z prawdopodobienstwem
1 —p. Pamigtajac o tym, ze produkcja kazdego znaku jest zdarzeniem nieza-
leznym, mozna przedstawi¢ prawdopodobienstwo otrzymania pewnego ciagu

losowego X1, Xs, ..., X,, za pomoca iloczynu prawdopodobienstw otrzyma-
nia poszczegdlnych znakow
(X1, Xa, ..., Xin) = p(X0)p(X2) -+ - p(Xin) - (2.34)

Z prawa wielkich liczb wiadomo, ze dla duzych m czestosci wystepowania zer i
jedynek beda zblizone do odpowiadajacych im prawdopodobienstw. Dlatego
mozna wnioskowaé, ze w tym ciagu losowym bedzie mp zer i m(1—p) jedynek.
Zatem wzér (2.34) da sie przyblizy¢ wyrazeniem

(X1, Xo, .o, X)) = p™P (1 — p)mP) (2.35)
ktore po zlogarytmowaniu daje

log p(X1, Xo, ..., Xm) = mplogp+m(l —p)log(l —p) =—mS. (2.36)
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A zatem prawdopodobienstwo otrzymania pewnego ciagu losowego X1, ...,
X, dla duzych m jest réwne p(Xy, Xo,..., X,,) = 27™5. Poniewaz suma
prawdopodobienstw musi by¢ réwna jednosci, to mozna wnioskowaé, ze ta-
kich sekwencji jest okoto 2™ dajacych sie zapisa¢ za pomocg m.S bitéw. Za-
tem staje sie teraz oczywiste, ze entropia Shannona wyznacza srednig liczbe
bitow niezbedna do zakodowania jednego znaku.

Przedstawiony teraz zostanie przyktad niezwyktej uzytecznosci entropii
Shannona. Na uzytek tego przyktadu zostanie przyjety model Zrédta emitu-
jacego liczby 0, 1, 21 3. W ogdlnym przypadku do zapisu kazdego znaku po-
trzeba przynajmniej dwoch bitéw. Liczbe 0 w systemie dwéjkowym zapisuje
sie 00, liczbe 1 jako 01, liczbe 2 jako 10, a 3 jako 11. Jesli jednak tym czterem
liczbom odpowiadaja prawdopodobienistwa wyemitowania 1/2, 1/4, 1/811/8,
to okazuje sie, ze Srednia liczba bitéw niezbednych do zakodowania jednej
liczby jest mniejsza niz dwa. fatwo mozna policzy¢, ze entropia Shannona
jest réwna dla tego przypadku 7/4. Zatem w kodowaniu kazdego znaku za
pomoca dwbch bitoéw ma si¢ do czynienia z pewna nadmiarowoscia, ktora da
sie usuna¢. Jakie zatem nalezy zastosowac¢ kodowanie, aby usuna¢ te nadmia-
rowos$¢? Otoz wystarczy najczesciej wystepujace znaki kodowaé za pomoca
mniejszej liczby bitéw niz znaki wystepujace rzadziej. Mozna na przyktad
zastosowacé kodowanie 0 — 1, 1 — 01, 2 — 001 i 3 — 000. Wtedy S$rednio na
zakodowanie jednego znaku wystarczy 1-1/2+2-1/443-1/8+3-1/8 =7/4
bitéw. A wiec doktadnie tyle ile wynika z entropii Shannona. Niestety en-
tropia Shannona wyznacza dolna granice kodowania. Kompresja wieksza niz
przewidziana przez entropie Shannona oznacza utrate czeéci informacji.

Entropii Shannona mozna nadac¢ jeszcze inng wazna interpretacje, opisu-
jaca stan wiedzy o znaku wytwarzanym przez zrodto, zanim ten znak zosta-
nie odczytany. Entropia Shannona okazuje sie by¢ doskonalty iloSciowa miarg
sredniej nieoznaczonosci znaku przed jego poznaniem, poniewaz jest réwna
zeru dla zrodta emitujacego wyltacznie jeden konkretny znak, a przyjmuje
warto$¢ maksymalng dla rozktadu jednostajnego, gdy emisja kazdego znaku
jest tak samo prawdopodobna. O ile w klasycznej informatyce ta interpreta-
cja nie jest kluczowa, o tyle w kwantowej informatyce taka wielkos¢ bytaby
niezwykle uzyteczna ze wzgledu na brak pelnego dostepu do informacji kwan-
towej. Jest oczywiste, ze kwantowej informatyce potrzebny jest odpowiednik
tak uzytecznej teorii. Na szczescie istnieje kwantowy odpowiednik entropii
Shannona nazywany entropia von Neumanna

S(p) = —tr(plogp), (2.37)

gdzie podstawa logarytmu jest rowna dwa, tak jak w przypadku entropii
Shannona [62]. Bardziej uzyteczny w obliczeniach wzoér otrzymuje sie po
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przeksztatceniu (2.37) do postaci
S(p)=—>_ Nlog\;, (2.38)

gdzie \; sg wartosciami wlasnymi macierzy p. Entropia von Neumanna wy-
znacza $rednia liczbe kubitéw niezbedna do zakodowania informacji kwanto-
wej zawartej w stanie p. Jest tez miarg nieoznaczonosci tego stanu.

Dysponujac wzorem (2.38) na entropie von Neumanna, mozna zbadaé
mozliwosci kodowania informacji w kwantowych bitach i odpowiedzie¢ na
kilka interesujacych pytan. Pierwsze z nich wynika z faktu, ze kwantowe
bity sa uogdlnieniem klasycznych bitow. Pojawia sie zatem pytanie czy moz-
liwa jest za pomoca kubitow kompresja klasycznej informacji wieksza, niz ta
przewidziana przez entropie Shannona. Okazuje sie, ze zakodowanie klasycz-
nej informacji w kwantowym kanale wymaga dokltadnie takiej samej liczby
kubitow co kodowanie w klasycznym kanale bitow. Wieksza kompresja nie
jest niestety mozliwa. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy przeanalizowaé
przyktad zrodla kwantowego wytwarzajacego stany bazowe, ktére sg roz-
roznialne, a wiec odpowiadajg klasycznej informacji. Niech to zrédto emi-
tuje stan |0) z prawdopodobienstwem p i stan |1) z prawdopodobienistwem
1 — p. Woéwcezas wyemitowany stan dany jest diagonalng macierza gestosci
p = pl0)(0] + (1 — p)|1)(1], co prowadzi do wartosci whasnych \; = p oraz
A2 = 1 — p. Po podstawieniu tych wartosci wlasnych do wzoru (2.38) widac,
ze entropia von Neumanna jest dla standéw ortogonalnych dokltadnie réwna
entropii Shannona.

Oczywiscie nastepne pytanie jakie si¢ pojawia jest nastepujace: czy moz-
liwa jest kompresja stanéw nieortogonalnych? Odpowiedz na to pytanie jest
twierdzaca. Za pomoca unitarnych operacji mozna skompresowa¢ informacje
kwantowg zawarta w stanie p. Co wiecej, w tym przypadku liczba kubitéw
niezbedna do zakodowania stanu wyprodukowanego przez kwantowe zrodto
jest mniejsza, niz by to wynikalo z entropii Shannona. Jesli bowiem pro-
dukowane sa stany |0) z prawdopodobiefistwem p i (|0) + [1))/v/2 z praw-
dopodobienstwem 1 — p to entropia Shannona uwzglednia jedynie rozktad
prawdopodobienstwa, nie bioragc po uwage produkowanych stanéw. Widaé
jednak na tym przyktadzie, ze same produkowane stany cechuja si¢ pewna
nadmiarowoscia, poniewaz maja wspdlna sktadowa w kierunku |0). Entropia
von Neumanna uwzglednia ten fakt i dlatego dla standéw nieortogonalnych jest
ona mniejsza od entropii Shannona. Niestety kompresja stanéw nieortogonal-
nych wprowadza pewne mate znieksztatcenie, ktére powoduje ze informacja
kwantowa po procesie kompresji i dekompresji nieco rézni sie od informacji
zrodlowej. Mozliwe jest jednak takie zaprojektowanie kodow kompresji, aby
wiernos¢ byta bliska jednosci.
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Ostatnim przyktadem sg stany czyste, ktorych macierz gestosci daje sie
przedstawi¢ za pomoca jednego wektora stanu p = |¢)(1h|. Oczywiscie taki
stan odpowiada zrodtu emitujacemu zawsze jedynie stan |¢) i dlatego nie-
oznaczonos¢ tego stanu jest zerowa. hLatwo mozna sprawdzié¢, ze entropia
von Neumanna jest dla stanoéw czystych zawsze réwna zeru, jesli uzyje sie
faktu, ze zawsze istnieje taka baza, w ktorej |¢) jest wektorem bazowym oraz
faktu, ze transformacje bazowe wewnatrz $ladu nie zmieniaja wartosci S(p).
Jednak entropia Shannona nie zawsze jest rowna zeru dla stanéow czystych,
poniewaz zalezy ona od wyboru bazy.

Przedstawione przyktady mozna zatem podsumowac nastepujaca nieréw-

noscCig SvonNeumann S SShannon-

2.8 Nadmiarowe kodowanie

Nadmiarowos¢ w teorii kodowania w kanatach bez zaktdocen jest niepoza-
dana, poniewaz niepotrzebnie zwigksza ilos¢ uzywanych zasobow jakimi sg
bity albo kubity. Jednakze w kodowaniu w kanatach z zakl6ceniami nad-
miarowos¢ jest niezbedna do prawidtowego przestania informacji przez kanat
informacyjny. Pomyst ochrony przed zakitéceniami polega na takim powie-
leniu wysytanej informacji, aby moc odtworzy¢ oryginalna informacje nawet
wtedy, gdy czesciowo zostanie uszkodzona. Pomyst ten wcale nie jest nowy.
Wszystkie naturalne jezyki, ktorymi postuguja sie ludzie do komunikowania
si¢ ze sobg, kodujg informacj¢ nadmiarowo. Nawet usuniecie z tekstu wszyst-
kich samogtosek nie uniemozliwitoby odczytania tekstu. Shannon w swoim
artykule [61] wykazal, ze nadmiarowosé moze zostaé wykorzystana w kodach
korekcji btedéw chroniacych przesytane informacje. Jego teoria wyznacza
rowniez gorng granice ochrony zapewnianej przez takie kody. Niestety teo-
ria ta nie dostarcza kodoéw korekcji, osiagajacych te granice. Do dzisiejszego
dnia wymyslane sg nowe algorytmy kodujace coraz blizsze tej granicy.

Zanim przedstawiony zostanie najprostszy rodzaj kodu korekcji btedow,
niezbedne jest przyjecie matematycznego modelu zaktocen. Do modelowania
zaktocen obecnych w kanatach korzysta sie z rachunku prawdopodobienstwa.
Kazdy bit przechodzacy przez taki kanal moze przej$¢ nienaruszony albo
zosta¢ zamieniony. Niepomyslny przypadek wystapienia btedu zdarza si¢ z
prawdopodobienstwem p. Szansa, ze bit przejdzie niezmieniony opisana jest
prawdopodobienstwem 1 — p. Wystapienie btedu skutkuje niepozadanym
zadziataniem bramki NOT na przesytany bit.

W najprostszy sposob przesyltany bit mozna zabezpieczy¢ przed takim
mechanizmem zaklocen, wykonujac jego dwie kopie wedtug wzoru 0 — 000
lub 1 — 111. Jesli w wyniku zaktécen jeden z bitéw zostanie zmieniony, to



44 ROZDZIAL 2. PODSTAWOWE POJECIA INFORMATYKI. ..

nadal mozliwe jest poprawne zinterpretowanie przesytanego bitu dzieki temu,
ze wiekszo$¢ bitéw przeszta nienaruszona. Takie ,glosowanie wiekszoscig”
zawodzi, gdy dwa lub trzy bity zostang zmienione. Jednak prawdopodobien-
stwo takiego zdarzenia jest dla p < 1/2 mniejsze niz prawdopodobienstwo
wystapienia btedu przy przesytaniu bitu bez zabezpieczenia. f.atwo mozna
policzy¢, ze prawdopodobienstwo zamiany dwoch lub trzech bitow jest roéwne
3p? — 2p®. Ten kod korekeji bledéw nazywa sie kodem powtérek. Oczywiscie
jest wiele znacznie lepszych kodoéw korekeji btedow, jednak wszystkie koduja
informacje nadmiarowo.

W klasycznej informatyce kody korekcji btedow sa bardzo czesto stoso-
wane. Jednak jeszcze bardziej potrzebna jest korekcja btedéw w informatyce
kwantowej, poniewaz w przeciwienstwie do bitéw, realizowanych przez duze
zespoty wielu czastek, kubity kodowane sg w stanach pojedynczych czastek.
Dlatego otoczenie ma zdecydowanie silniejszy wptyw na stan kubitéw niz na
stan bitéw. Na poczatku zrealizowanie kwantowych kodéw korekcji btedow
wydawalo sie by¢ niemozliwe ze wzgledu na twierdzenie o nieklonowaniu.
Jednak w 1995 roku Peter Shor [63] pokazal, Ze nadmiarowe kodowanie oraz
kwantowa korekcje btedow da sie wykonaé¢, wykorzystujac stany splatane.
Réwnolegle do odkrycia takiej mozliwosci doszedl Steane [64]

Idea kwantowych algorytmoéw realizujacych korekcje btedéw zostanie za-
prezentowana na bardzo prostym przyktadzie, ktéry w dodatku podobny
jest do wczesniej zaprezentowanego klasycznego przyktadu. Model zaktdcen
w kanale kwantowym jest identyczny z modelem klasycznym z tg jednak
roznica, ze w przypadku wystapienia zaktocenia na przesytany kubit dziata
kwantowa bramka NOT. Niech kubit, ktérego stan chcemy przesta¢, znajduje
sie¢ w stanie r|0) + 3|1). Podobnie do kodu powtérek potrzebne sa tutaj dwa
zapasowe kubity. Oba na poczatku znajduja sie w stanie |0). Tak wigc stan
catego uktadu na poczatku jest nastepujacy: «|000) + 3|100). Caly proces
kodowania sprowadza sie do zadziatania dwoma bramkami CNOT. Pierwsza
z nich dzialamy na dwa pierwsze kubity, a kubitem sterujacym jest pierwszy
z nich. Po tej operacji uktad opisywany jest stanem «|000) + 3/110). Druga
bramka CNOT dziata na pierwszy i trzeci kubit. Znowu pierwszy kubit jest
kubitem sterujacym. Ostatecznie dostaje sie wiec stan a|000) + 3[111). Te-
raz tak splatane kubity wysyta si¢ kolejno kwantowym kanatem. Na kazdy
z nich moze zadziala¢, z prawdopodobienstwem p, kwantowa bramka NOT
wskutek dziatania zaktocen. Analogicznie do klasycznego kodu korekcyjnego,
przesytanie zakonczone bedzie sukcesem, jesli zaklocenie zdarzy sie co naj-
wyzej w jednym przypadku. Wowczas uktad trzech kubitéw znajduje sie w
jednym z czterech stanéw: «|000) + 3|111), a|100) + 3|011), |010) 4 3|101)
lub «|001) + 3]110). Jak latwo zauwazy¢ wszystkie te stany sa do siebie or-
togonalne, mozna wiec wykona¢ pomiar w takiej bazie, aby rozrozni¢ kazdy
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z tych stanéw. Interesujaca cze$¢ takiej bazy stanowia wektory [000) + |[111),
|100) 4-|011), |010) +|101) i |001) + |110). Poniewaz wynik pomiaru w takiej
bazie nie powie niczego o amplitudach a/ i 3, to pomiar taki nie zmieni stanu
uktadu. Po pomiarze bedzie jednak wiadomo, czy nastapit btad, a jezeli tak,
to bedzie wiadomo, na ktory kubit nalezy zadziata¢ kwantowa bramka NOT,
aby powrocié¢ do oryginalnego stanu. Prawdopodobienstwo niepowodzenia w
tym kwantowym kodzie korekcji jest oczywiscie rowne prawdopodobienstwu
niepowodzenia w klasycznym przykladzie to znaczy 3p* — 2p3.

2.9 Teleportacja kwantowa

Wiadomo, ze przesytanie klasycznej informacji na odleglos$é jest bardzo wazne.
Mozna zatem przypuszczac, ze podobnie wazne bedzie dla komputeréw kwan-
towych przesytanie kwantowej informacji. Jednak przestanie pojedynczego
stanu kwantowego na duza odlegto$¢, unikajac przy tym oddzialtywan z oto-
czeniem, jest bardzo trudne. W klasycznych kanatach informacje klasyczna
wzmacnia si¢ za kazdym razem, gdy przebedzie ona okreslona droge. Tech-
nika ta nie moze by¢ jednak zastosowana w kanatach kwantowych ze wzgledu
na twierdzenie o nieklonowaniu. Bardzo szybko z odlegtoscia rosnie prawdo-
podobienstwo wystapienia zaktocenia, co w konicu uniemozliwia przestanie
kwantowej informacji, nawet przy uzyciu kwantowych kodéw korekcji ble-
dow. Ostatnio wielkim osiggnieciem bylo przestanie swiattowodem informacji
kwantowej na odlegtosé 122 km [65]. Sto dwadziescia dwa kilometry wydaja
sie by¢ duza odlegtoscia, ale w poréwnaniu do dziatajacych klasycznych ka-
natow jest to bardzo mato. Niewatpliwie najlepszym rozwigzaniem problemu
przesytania informacji kwantowej na duze odlegtosci bytoby uzycie do tego
celu klasycznych kanatéow informacyjnych. Pojawia sie zatem pytanie czy
prawa fizyki dopuszczaja taka mozliwosé. Dyskusja nad tym zagadnieniem
jest starsza niz informatyka kwantowa. Powodem jej rozpoczecia byta fanta-
styka naukowa, a w szczegdlnodci serial ,Star Trek”. Gene Roddenberry —
tworca tego serialu, chcac zaoszczedzi¢ na symulacjach lagdowan na obcych
planetach, klasyczne podréze zastapit teleportacja. Podréz taka miata skta-
dac si¢ z trzech etapéw. W pierwszym etapie przemieszczany obiekt podlegat
pomiarowi, ktérego wynikiem byla informacja w pelni opisujaca ten obiekt.
W drugim etapie informacja ta przesytana byta do miejsca docelowego. W
ostatnim, trzecim etapie obiekt zostawat odtworzony na podstawie przestanej
informacji. Atomy niezbedne do procesu odtworzenia mogly byé¢ przestane
wraz z informacja, badZ pobierane na miejscu z otoczenia.

Jest oczywiste, ze zasada nieoznaczonosci Heisenberga uniemozliwia wykona-
nie tak rozumianej teleportacji. Niemozliwe jest bowiem doktadne poznanie
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stanu uktadu kwantowego. Z tego powodu dtugo uwazano, ze teleporta-
cja pozostanie jedynie fikcja. Jednak w 1993 roku Charles Bennett wraz z
innymi badaczami [1] udowodnili, ze trudno$é¢ wynikajaca z zasady nieozna-
czonosci Heisenberga mozna obejs¢, wykorzystujac niezwykte cechy splatania
kwantowego. Technika zaproponowana w artykule [1] ma male szanse by¢
zastosowang do teleportacji przedmiotow, ale wspaniale nadaje si¢ do prze-
sytania kubitéw za pomoca splatanych par i klasycznego kanatu informacyj-
nego. Teleportacja jest zatem na razie traktowana wytacznie jako srodek
umozliwiajacy komunikacje kwantowa.

Zanim zostanie przedstawiony sposob teleportowania stanow kubitow nalezy
zwrocié uwage na to, ze kazda klasyczna komunikacja wymaga od nadawcy i
odbiorcy ustalenia zbioru regut uzywanych przy wymianie informacji, ktore
okreslaja format komunikatéw oraz dzialania wymagane dla kazdego komu-
nikatu. Taki zbiér regut musi by¢ nawet ustalany przy wizytach zagranicz-
nych gtéw panstw. Dyplomaci nazywaja go protokotem. Poniewaz, jak juz
wczesniej wspomniano, teleportacja stuzy do utworzenia kwantowego kanatu
informacyjnego, to rowniez wymaga ustalenia takiego zbioru regut. Protokdt
teleportacji Charlesa Bennetta i innych sktada sie z dwoch etapow: etapu po-
miaru i etapu odtwarzania. Protokoét ten jest schematycznie przedstawiony
na rysunku 2.10.

Aby teleportacja przy uzyciu klasycznego kanatu informacyjnego byta moz-
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Rysunek 2.10: Protokét teleportacji Benneta. Pomiar stanu Bella (PSB)
wykonany na czastkach 11 2 oraz przestanie wyniku tego pomiaru klasycznym
kanatem informacyjnym (np. poczta) pozwala na odtworzenie stanu czastki
1 w odlegtej czastce 3 przy wykorzystaniu operacji unitarnych U.

liwa to nadawca i odbiorca musza posiada¢ po jednym kubicie nalezacym do
splatanej pary. Ta splatana para mogta zosta¢ wytworzona na przyktad pod-
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czas ich dawnego spotkania, po ktorym kazdy z nich odjechat zabierajac po
jednej czastce nalezacej do splatanej pary. Niech ta splatana para znajduje
sie w stanie Bella |By) = (|0)2]0)5+|1)2|1)3)/v/2. Jedli stan kubitu, ktéry na-
dawca chce teleportowaé do odbiorcy zapisze sie w postaci |¢) = a|0)1+3]1);
to stan catego uktadu wszystkich trzech kubitéw jest nastepujacy

¥ = 16)® B} = (10)l0}el0)s + 10 1)212))
B (0)10)al0)s + 11012l 1)) (2.39)

V2

W pierwszym etapie protokotu teleportacji nadawca wykonuje potaczony po-
miar stanu obu kubitéw nalezacych do niego, to znaczy kubitu o indeksie 1,
zawierajacego informacje kwantowa oraz kubitu o indeksie 2, nalezacego do
splatanej pary. Pomiar ten nadawca wykonuje w bazie Bella, dlatego warto
wyrazi¢ w tej bazie stany obu tych kubitéw. Korzystajac z definicji (2.8),
tatwo mozna sprawdzi¢ nastepujace tozsamosci

(1B5) +1B3))/v2, o)1) = (IBf) +|B1))/V2,
(IB7) = 1BO)/V2, D) = (IBF) — [By))/v2. (240)

10)10)
1)10)

Stosujac wyrazenia (2.40), po prostych przeksztatceniach otrzymuje sie na-
stepujaca posta¢ réwnania (2.39), opisujaca stan calego uktadu

) = %[|Bo+>12 ® (|0)s + B[1)3) + | By )2 ® (a[0)s — B1)s)
+ [Bi )2 ® (all)s + Bl0)s) + [ By )12 ® (al1)s — Bl0)s)] . (241)

Jak wida¢, taki pomiar nie okresla stanu kazdego z tych dwoch kubitéw z
osobna, wiec nie prowadzi do zniszczenia informacji kwantowej przechowy-
wanej w pierwszym kubicie. Ponadto wida¢, ze w wyniku tego pomiaru infor-
macja reprezentowana przez amplitudy « i § zostaje zakodowana w trzecim
kubicie nalezacym do odbiorcy

|Bi )iz = (]0)s + B[1)s),  |By )iz — (al0)s — B|1)s),
|Bi )i — (l1)s + 0]0)s),  [Bi)ie — (all)s — 5l0)s).  (2.42)

Wynik pomiaru jest catkowicie losowy, poniewaz prawdopodobienstwa zna-
lezienia uktadu dwoéch pierwszych kubitéow w kazdym ze standéw Bella sg
identyczne, to znaczy wszystkie sa réwne 1/4. Odbiorca nie jest w stanie
przewidzie¢, w ktérym z czterech mozliwych stanow znajduje si¢ teraz jego
kubit i dlatego pod koniec etapu pomiaru nadawca musi go o tym poinfor-
mowac¢. Nadawca potrzebuje w tym celu przestania tylko dwoch klasycznych
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bitow informacji przestanych klasycznym kanatem informacyjnym. W mo-
mencie otrzymania tej informacji przez odbiorce konczy sie etap pomiaru, a
zaczyna etap odtwarzania.

Jedli odbiorca dowie sig, ze wynikiem pomiaru byt stan |Bg )12, to nie be-
dzie musiatl nic robi¢, poniewaz jego kubit znajduje sie w dokladnie takim
samym stanie, w jakim byt kubit nadawcy przed teleportacja. Jesli wyni-
kiem byt stan |Bj )12, to musi zadziata¢ na swéj kubit bramka kwantowa
Z. Jedli wynikiem byl stan | By )12, to niezbedne jest zadziatanie bramka X,
czyli kwantowa wersja bramki NOT. Natomiast jezeli wynikiem pomiaru byt
stan | By )12, to konieczne jest zadzialanie obiema tymi bramkami, to znaczy
najpierw bramka X, a pdézniej bramka Z. Po tym dziataniu stan kubitu
nadawcy zostaje odtworzony w stanie kubitu odbiorcy «|0)3 + 3|1)3. Jest to
zatem koniec etapu odtwarzania i catego protokotu teleportacji.

Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze stan trzeciego kubitu nie jest kopia stanu
pierwszego kubitu. Tego zabrania twierdzenie o nieklonowaniu. Amplitudy
«a i [ zostaly przeniesione za pomocy teleportacji z kubitu pierwszego na
trzeci. Natomiast stan pierwszego kubitu, po teleportacji, bedzie zgodny z
wynikiem pomiaru w bazie Bella.

Od razu tez widaé, ze protokét teleportacji uniemozliwia komunikacje
szybsza od Swiatta, poniewaz wymaga przestania dwoch bitéw klasycznym
kanalem, a przesylanie klasycznej informacji jest ograniczone predkoscig
swiatlta. Pojawia sie jednak pytanie, czy sam potaczony pomiar w bazie
Bella nie wystarcza do przestania informacji szybciej od $wiatta. Przeciez
amplitudy « i 3 opisujg stan kubitu odbiorcy bezposrednio po tym pomia-
rze, jak widaé w (2.42). Okazuje sie jednak, ze te cztery mozliwe modyfikacje
oryginalnego stanu nadawcy uniemozliwiaja odbiorcy odczytanie ze swojego
kubitu jakiejkolwiek informacji. Aby wyraznie to pokazac, przedstawiona zo-
stanie macierz gestosci opisujaca stan kubitu odbiorcy po wykonaniu pomiaru
w bazie Bella, ale przed poznaniem przez odbiorce wyniku tego pomiaru.
Poniewaz kazdy z czterech mozliwych stanow czystych trzeciego kubitu wy-
stepuje z czestoscia opisana prawdopodobiefistwem 1/4, to macierz gestosci
jest dana wyrazeniem

p = 71010y + A1) (0] + 5 (1) + (al0) — 510" (0] — (1)
+al1) + B0)) (@ (1] + 57(0]) + (al1) = Ay (a” (1] = 5°(0])]

ktore po elementarnych przeksztalceniach mozna sprowadzi¢ do postaci

) - jl[gqap +181)10)(0] + 2(|af* + 182)]1)(1]]

= 2 [loyol + 11y 1]] = é (2.43)
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Widaé¢ zatem, ze macierz gestosci, opisujaca stan trzeciego kubitu przed
poznaniem wyniku pomiaru Bella, nie zalezy w ogdle od amplitud « i .
Ponadto tatwo mozna sprawdzié, korzystajac ze wzoru (2.38), ze entropia
przyjmuje w tym przypadku maksymalng wartos¢ rowng jednemu kubitowi.
Oznacza to maksymalna niewiedze o stanie, w ktérym znajduje sie kubit
nalezacy do odbiorcy. A zatem w kazdym przypadku przesytanie informacji
szybciej od Swiatta za pomocy teleportacji kwantowej nie jest mozliwe.
Warto wspomnie¢ jeszcze o tym, ze pomiar w bazie Bella moze zostac
zastapiony pomiarem w standardowej bazie {|0), |1)} [66].Wystarczy w tym
celu, ze nadawca zadziata na swoje kubity najpierw bramka CNOT, a pdzniej
bramka Hadamarda na pierwszy z nich. W rezultacie takiego zadziatania
bramka CNOT na dwa pierwsze kubity w stanie (2.39) dostaje sie stan
a
) = %(|O>1\0>2|0>3 +10)1[1)2[1)s)
p
+ E<|1>1‘1>2|0>3+|1>1‘0>2|1>3)’ (2.44)
ktory, jak tatwo mozna sprawdzi¢, po zastosowaniu bramki H na pierwszym
kubicie sprowadza sie do nastepujacej postaci

) = 21010} @ (al0)s + B11)5) + [00a11)2 @ (alL)s + 510}s)
+ [11]0)2 @ (a]0)s — BI1)s) + [ 1)1]1)2 @ (a]1)s — B|0)s)] - (2.45)

Wida¢, ze kazdemu z czterech mozliwych wynikow pomiaru wykonanego w
standardowej bazie przyporzadkowane jest odpowiednie zakodowanie infor-
macji kwantowej w kubicie odbiorcy

00)12 — (a[0)3 + B[1)3),  [01)12 — (a|1)s + B]0)3),
[10)12 — (a]0)3 — B[1)3),  [11)12 — (a|1)3 — B|0)3), (2.46)

podobnie jak to miato miejsce w oryginalnym protokole Benneta.

Na eksperymentalng teleportacje kwantowych bitéw nie trzeba byto dtugo
czekaé. Juz w 1997 roku dwa zespotly fizykéw, jeden w Rzymie [3], a drugi
w Innsbrucku [4], niezaleznie wykonaly do$wiadczenia, w ktorych telepor-
towane byty stany polaryzacji fotonéw. Doswiadczenie przeprowadzone w
Innsbrucku pod kierownictwem Antona Zeilingera zyskalo wiekszg popular-
nos¢. Schemat uktadu uzytego w tym eksperymencie przedstawiony jest na
rysunku 2.11. Na tym schemacie foton 4 jest nosnikiem informacji kwanto-
wej, natomiast fotony 1 i 2 sg splatang para. Urzadzenie to realizuje po-
taczony pomiar stanu fotonéw 4 i 1 za pomoca uktadu ztozonego z ptytki
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Rysunek 2.11: Doswiadczalna realizacja teleportacji wykonana przez grupe
Antona Zeilingera.

sSwiattodzielacej i dwoch detektorow. Zardowno splatana para fotonow, jak i
foton bedacy nosnikiem informacji kwantowej, wytwarzane sa parametrycz-
nym dzielnikiem czesto$ci. Impuls Swiatta laserowego, przechodzac przez
krysztal beta boranu baru, powoduje wytworzenie niezbednej w procesie te-
leportacji splatanej pary fotonéw 1 i 2. Jednak impuls ten po pierwszym
przejsciu przez parametryczny dzielnik czestosci odbija sie od lustra i prze-
chodzi przez krysztal ponownie, wytwarzajac kolejna splatang pare¢ fotonow
31 4. Ta druga para splatanych fotonéw zostaje sprytnie wykorzystana do
wytworzenia fotonu 4 natychmiast po utworzeniu pierwszej splatanej pary.
Po pomiarze wykonanym na fotonie 3 splatanie wiazace go z fotonem 4 zo-
staje zniszczone. Jak wspomniane byto wczesniej generacja splatanej pary
w parametrycznym dzielniku czestosci nie zawsze si¢ udaje i dlatego pomiar
wykonany na fotonie 3 ma dodatkowe znaczenie. Pomiar ten informuje jed-
noczesnie o tym, ze foton 4, ktérego stan ma by¢ teleportowany, faktycznie
istnieje. Przed teleportacja foton 4 musi jeszcze przejs¢ przez polaryzator,
za pomoca ktorego mozliwe jest zakodowanie w tym fotonie wybranej przez
eksperymentatorow informacji kwantowej poprzez nadanie mu odpowiedniej
polaryzacji.

Tak przygotowany foton 4 pada na ptytke $wiatlodzielaca jednoczes$nie z
fotonem 1, dzieki czemu oba te fotony interferujg ze sobg, umozliwiajac wy-
konanie potaczonego pomiaru obu fotonéw. Niestety uktad ten pozwala na
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rozroznienie wytacznie jednego stanu Bella. Dlatego teleportacja udaje sie
jedynie w jednym przypadku na cztery, gdy oba detektory zasygnalizuja wy-
krycie fotonu. Jedynie wéwczas nadawca moze przestac¢ klasyczna wiadomosé
do odbiorcy, ktory posiadal foton 2, ze jego foton znajduje sie w stanie do-
ktadnie takim samym, w jakim znajdowal sie foton 4. W trzech czwartych
przypadkéw, gdy obydwa fotony trafiaja do tego samego detektora, telepor-
tacja jest nieudana, a przesytana informacja tracona.

Pomiary wykonywane za pomoca polaryzujacej plytki swiattodzielacej na
fotonie 2 po zakonczeniu teleportacji wykazaly, ze jego stan w istocie byt
bliski stanowi, w jakim zostal przygotowany foton 4. Wiernos¢ opisujaca
podobienstwo obu tych stanéw wyniosta 0, 8.

Niedtugo po tych pierwszych dwoéch doswiadczalnych realizacjach tele-
portacji kwantowej przeprowadzono wiele innych eksperymentéw, w ktorych
teleportowane byly stany fotonowe. W wielu z nich teleportowane byty, po-
dobnie jak w doswiadczeniu Zeilingera, kubity [5-10]. Wsr6d nich na szcze-
gblng uwage zastuguje eksperyment, w ktérym kubit zostal teleportowany na
odlegtoé¢ 2 km [9]. W innych za$ teleportowano stany koherentne, bedace su-
perpozycja nieskonczonej liczby stanéw bazowych [12-15]. Stany koherentne
opisuja wtasnosci ciggle pol sSwiatta laserowego, a wigc w tych doswiadcze-
niach teleportowano stan promienia laserowego.

Teleportacja stanéw fotonowych nawet na duze odlegtosci jest stosun-
kowo prosta ze wzgledu na wtasnosci fotonéw. Fotony przemieszczaja sie
z najwiekszag mozliwg predkoécia — predkosciag $wiatta, a poza tym stabo
oddzialuja z otoczeniem. Sa wiec idealne do przenoszenia informacji na
duze odleglosci. Jednakze zalety stanéow fotonowych w zagadnieniu prze-
noszenia informacji sg jednoczesnie wadami w innych zagadnieniach. Brak
jakiegokolwiek bezposredniego oddziatywania pomiedzy fotonami oraz stabe
oddziatywanie z materia bardzo utrudnia wykonanie uktadéw realizujacych
dwukubitowe bramki operujace na dwoch fotonach. Natomiast brak mozli-
wosci zatrzymania fotonoéw praktycznie uniemozliwia przechowywanie w nich
informacji kwantowej w jednym miejscu. Do wykonania tych dwoéch celow
najlepsze jest, z kolei, kodowanie kubitéw w stanach atomowych. Dlatego z
punktu widzenia informatyki kwantowej teleportacja stanéw atomowych jest
duzo wazniejsza od teleportacji stanéw fotonowych. Poza tym teleportacja
stanow atomowych jest kolejnym krokiem na drodze do teleportacji duzych
obiektow i dlatego kazda jej realizacja z pewnoscia cieszy fanéw serialu ,Star
Trek”.

Pierwsza teleportacja stanéw atomowych zostata do$wiadczalnie przepro-
wadzona juz w 1998 roku [16]. W tym eksperymencie zostala wykorzystana
dobrze znana i szeroko stosowana w réznych dziedzinach nauki technika ma-
gnetycznego rezonansu jadrowego. Jako kubitéw uzyto w tym doswiadczeniu
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atomu wodoru i dwéch atoméw wegla nalezacych do czasteczki trichloroety-
lenu. Wzér strukturalny tej czasteczki przedstawiony jest na rysunku 2.12.
Przesytana informacja kwantowa zostata zakodowana w stanie spinowym ja-

Cl\ /CZ

¢, =C,

/ N

H

Rysunek 2.12: Czasteczka trichloroetylenu, ktéra postuzyta do pierwszej do-
swiadczalnej teleportacji stanéow atomowych.

dra atomu wegla Cy, podczas gdy atomy H i C) zostaly przygotowane w
stanie splatanym. Eksperymentatorom udato sie przeprowadzi¢ potaczony
pomiar stanu obu atoméw wegla w taki sposéb, ze odtwarzali oryginalng
informacje kwantowa w stanie atomu wodoru po kazdym z czterech mozli-
wych wynikéw tego pomiaru. Zatem protokot teleportacji zawsze konczy sie
w tym uktadzie sukcesem. Doswiadczenie to, cho¢ bylo wielkim osiggnie-
ciem, to jednak moglo postuzyé¢ jedynie do demonstracji metody teleporta-
cji. Teleportacja pomiedzy atomami nalezacymi do jednej czasteczki, czyli
na odlegtos$é kilku angstreméw, nie znajduje zadnego sensownego zastosowa-
nia. Podobne przestanie kubitu z atomu Cs na atom H daje sie wykonaé
wydajniej technikami innymi niz teleportacja.

Niedawno dwém niezaleznym grupom udato sie przeprowadzié¢ telepor-
tacje stanéw pomiedzy jonami schwytanymi w pulapce Paula [17,18]. W
obu eksperymentach kubity byly zakodowane w poziomach elektronowych
uwiezionych jonéw. Grupa z Innsbrucka [17] uzyta w tym celu podstawo-
wego poziomu Sj/ oraz metastabilnego poziomu Dsjs jonu *Ca™. Grupa
z Boulder [18] wykorzystata za$ jony berylu Be™. W obu eksperymentach
odtworzenie teleportowanego stanu w docelowym jonie mozliwe byto przy
wszystkich rezultatach potaczonego pomiaru. Zatem prawdopodobienstwa
pomyslnej teleportacji w obu do$wiadczeniach byty réowne jednosci. War-
tosci wiernosci teleportacji réwniez byty zblizone do siebie i rowne okoto
0, 75. Niestety takze odlegtosci pomiedzy jonami w obu przypadkach sa bar-
dzo mate — zaledwie kilka um. A wiec cho¢ odlegtosé ta jest o wiele rzedow
wielkosci wieksza niz w przypadku teleportowania stanow atomow nalezacych
do jednej czasteczki, to nadal nie byta to teleportacja standéw atomowych na
duze odlegtosci.
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Najwieksze szanse na eksperymentalng realizacje teleportacji stanéw ato-
mowych na duze odlegtosci maja propozycje wykorzystujace stany fotonowe
do przesytania informacji kwantowej. W ten sposéb laczy sie zalety standéw
fotonowych z zaletami stanéw atomowych. Takie wlasnie poltaczenie mozli-
wosci oferowanych przez stany fotonowe i stany atomowe do przeprowadze-
nia teleportacji na duze odleglosci zostato zaproponowane po raz pierwszy
przez Sougato Bosego, Petera Knighta, Martina Plenia i Vlatka Vedrala [19].
Ich pomyst polega na wykorzystaniu uktadu ztozonego z atomu uwiezionego
wewnatrz wneki rezonansowej o bardzo duzej dobroci. W takim uktadzie
mozliwe jest przepisanie informacji kwantowej ze stanu atomu na stan pola
znajdujacego sie wewnatrz wneki rezonansowej poprzez oswietlanie atomu la-
serem. Jesli jedno z luster wneki rezonansowej bedzie czesciowo przepuszcezaé
uwiegzione pole elektromagnetyczne, to mozliwe staje si¢ wystanie informacji
zapisanej w tym polu na duza odlegtos¢ od uktadu atom-wneka z predkoscia
swiatta. Urzadzenie do teleportacji stanow atomowych na duza odlegtosé

Wik

Rysunek 2.13: Schemat propozycji doswiadczenia realizujacego teleportacje
stanéw atomowych na duze odlegtosci.

zaproponowane przez Sougata Bosego i jego kolegdéw [19] sklada sie z dwdch
uktadow atom-wneka oraz prezentowanego wcezesniej uktadu, realizujacego
potaczony pomiar stanu dwoéch pol, a ztozonego z ptytki swiattodzielacej i
dwoéch detektoréw. Urzadzenie to przedstawione jest schematycznie na ry-
sunku 2.13. Ukltad ten byl przedmiotem badan autora niniejszej pracy dok-
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torskiej, a wyniki otrzymane w ich rezultacie sa podstawa tej pracy.



Rozdziat 3

Trajektorie kwantowe

Protokét kwantowej teleportacji wymaga od nadawcy wykonania potaczo-
nego pomiaru w bazie Bella stanu dwoch czastek: jednej — zawierajacej
informacje kwantowa i drugiej — nalezacej do splatanej pary. Czescia kaz-
dego uktadu realizujacego teleportacje kwantowsa musi by¢ zatem przynaj-
mniej jeden detektor. Jednak detektory sa zbyt duzymi urzadzeniami, aby
mogty by¢ opisywane jako czes¢ uktadu izolowanego. Poza tym detektory
stuza do badania stanu uktadu i przekazywania otrzymanej o uktadzie in-
formacji na zewnatrz uktadu. Dlatego detektory musza by¢ traktowane jako
czes¢ otoczenia, z ktorym oddziatuje reszta uktadu. Niestety oznacza to, ze
uktad realizujacy teleportacje nie jest uktadem izolowanym. Nieodwracalne
straty energii uniemozliwiajg uzycie réwnania Schrodingera do wyznaczenia
ewolucji uktadu, oddzialujacego z otoczeniem. Do opisu uktadéw oddzia-
tujacych z otoczeniem, zwanych uktadami otwartymi, niezbedne sg metody
uwzgledniajace dysypacje w mechanice kwantowe;j.

Rozdziat ten poswiecony jest metodzie nazwanej metoda trajektorii kwan-
towych. Teoria trajektorii kwantowych ma swoje korzenie w innej, starszej
metodzie, uwzgledniajacej dysypacje — w rownaniu ,master”. W istocie
trajektorie kwantowe sa kwantowa wersja metody Monte Carlo, pozwalajaca
na analizowanie w prosty sposob réwnania ,master”. Stad przedstawione
zostanie w tym rozdziale réwniez rownanie ,master”.

3.1 Macierz gestosci

Wektor w przestrzeni Hilberta [i) nie wystarczy do opisania stanu uktadu
otwartego, poniewaz w wyniku oddziatywania tego uktadu z otoczeniem stan
catosci przestaje byé¢ dany iloczynem |¢) ®|¢), jak ma to miejsce w przypadku
uktadow odizolowanych od otoczenia. Zamiast tego ma sie do czynienia z

95
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superpozycja >; a;|Y;) ® |¢;), a wiec pewnym splataniem stanu uktadu ze
stanem otoczenia. Poniewaz nie jest mozliwe Sledzenie stanu otoczenia |¢),
dlatego jedyne co mozna powiedzie¢ o stanie uktadu otwartego to stwier-
dzenie, ze znajduje si¢ on w stanie |¢);) z prawdopodobiefistwem p; = |ay|*.
Stan uktadu opisany zespotem wektoréw przedstawia sie za pomoca macierzy
gestosci zdefiniowanej nastepujaco

PEZPi|¢i><¢i|- (3.1)

Szczegdlnym przypadkiem jest stan ukitadu opisany catkowicie przez jeden
wektor p = 1) (¢|. Taki stan nazywa si¢ stanem czystym. Natomiast stan, do
opisu ktérego niezbednych jest wiele standéw czystych, nazywany jest stanem
mieszanym. Nazwa ta jest niezwykle trafna, gdyz sume w definicji (3.1)
faktycznie mozna traktowac¢ jako mieszanke stanow czystych.

Przy okreslaniu macierzy gestosci opisujacej stan poduktadu z macierzy
gestosci opisujacej stan catego uktadu niezwykle wazna jest operacja nazy-
wana $ladem cze$ciowym. Jedli stan dwoch uktadow A i B jest okreslony
przez macierz gestoéci pf, to wowczas stan uktadu A mozna wyznaczyé
z tej macierzy gestosci, wyznaczajac slad czesciowy po operatorach uktadu
B wedtug wzoru: p? = trp(p??). Za pomoca bazy ortonormalnej {|v;)}
przestrzeni uktadu A oraz bazy ortonormalnej {|¢x)} przestrzeni uktadu B
macierz gestosci catego uktadu mozna przedstawi¢ wyrazeniem

pAB = Zzg;pijkzwzﬂ%\ ® | o) (P1] - (3.2)

Woéwezas slad czeSciowy mozna zdefiniowaé nastepujaco

tra(p™?) = D (dmlp™”|dm) - (3.3)
m
Wyznaczona za pomoca éladu czeéciowego macierz p? nazywana jest zredu-
kowana macierza gestosci. W celu zilustrowania wtasnosci sladu cze$ciowego
warto przesledzi¢ dzialanie tej operacji na macierz gestosci opisujacag stan
dwdch maksymalnie splatanych kubitéw oznaczonych indeksami A i B

1
V2

Jest oczywiste, ze jest to stan czysty, ktory daje sie przedstawi¢ za pomoca
macierzy gestosci w postaci

[¥) (10)al1) 5 + [1) [0} ) - (3.4)

o = 0wl = 5 [100al)ma(1La(0] + [0 al)55C0La(
T+ 11AI0) (LA (0] + 141055 (0]4(1]] - (3.5)
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Latwo mozna sprawdzi¢, ze slad tej macierzy gestosci jest rowny jednosci
tr(pAB) = 1. Oczywiste jest, ze entropia von Neumanna przyjmuje dla tego
stanu, podobnie jak dla wszystkich czystych stanéw, wartos¢ rowna zeru.
Oznacza to, ze stan uktadu jest catkowicie znany lub inaczej méwiac oznacza
to zerowa niewiedze na ten temat. Niech teraz uktad B zostanie wyelimino-
wany z opisu za pomocs Sladu czesciowego

pt = trp(p??) = 5(0[p*P|0)5 + 5(1|p*P|1)5. (3.6)

Wtedy otrzymuje si¢ zredukowang macierz gestosci opisujaca stan wytacznie
jednego kubitu

- 10)44(0] J2r [1)aa(l] _ é (37)

Jak wida¢, jest to stan mieszany. Latwo mozna sprawdzi¢, ze po wykona-
niu tej operacji $lad nadal jest réwny jednosci. Slad czedciowy jest zatem
operacja zachowujaca slad. Jednak stan wiedzy o stanie uktadu ulegl zmia-
nie. W tym przypadku wartosci wlasne macierzy p? sg jednakowe, réwne
1/2. Odpowiadaja one prawdopodobienistwom znalezienia uktadu w kazdym
z dwoch stanéw |0) lub |1). Korzystajac ze wzoru (2.38), tatwo mozna usta-
li¢, ze entropia von Neumanna oznaczajaca stan niewiedzy przybiera teraz
maksymalng wartosé réwng jednemu kubitowi. Slad czedciowy jest zatem
operacja zachowujaca slad, ale zmniejszajaca wiedze o uktadzie. Stad slad
czedciowy jest przyktadem operacji, ktérej dotyczy znak wickszy” w nierow-
nosci (2.29).

Powyzszy przyktad dostarcza roéwniez informacji o skutkach oddziatywa-
nia uktadu otwartego z otoczeniem. Nawet jesli stan uktadu poczatkowo
bedzie stanem czystym, a wiec bedzie znany doktadnie, to w wyniku od-
dzialywania, placzacego uktad z otoczeniem, uktad ten przejdzie do stanu
mieszanego, a wiedza o jego stanie sie zmniejszy. Jednak nawet wtedy pota-
czony system uktadu i otoczenia bedzie nadal opisany stanem czystym.

Na koniec warto wspomnie¢, ze zastosowanie macierzy gestosci nie ograni-
cza si¢ do opisywania uktadéw otwartych. Mozna z powodzeniem za pomoca
macierzy gestosci sformutowaé¢ catg mechanike kwantowa. Jednak unika sie
stosowania macierzy gestosci do opisu uktadéw izolowanych ze wzgledu na
to, ze liczba elementéw macierzy gestosci rosnie z kwadratem rozmiaru prze-
strzeni Hilberta, podczas gdy liczba elementéw wektora rosnie jedynie li-
niowo. Naturalnie liczba elementéw wiaze si¢ bezposrednio z iloscig pamieci
i czasem pracy komputera wymaganych przez obliczenia.
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3.2 Ro6wnanie ,,master”

W poprzednim podrozdziale pokazano, ze stan uktadu otwartego S moze
by¢ dobrze opisany za pomoca macierzy gestosci p. W tym podrozdziale
wyprowadzone zostanie réwnanie opisujace ewolucje takiego uktadu [67,68].
W tym celu musi zostaé wykorzystany peten hamiltonian

H =Hs+ Hg + Hgsgr, (3.8)

bedacy suma hamiltonianéw uktadu S, otoczenia R oraz hamiltonianu od-
dzialywania zachodzacego pomiedzy uktadem a otoczeniem. Na poczatku
niezbedne jest rowniez uzycie macierzy gestosci x opisujacej stan sytemu
ztozonego z ukladu i otoczenia. Caly system moze byé¢ traktowany jako
uktad izolowany i dlatego jego ewolucje opisuje réwnanie Schrodingera dla
macierzy gestosci

K= . (39)

Aby uproéci¢ to wyprowadzenie, nalezy przejs¢ do obrazu oddzialywania,
wykonujac nastepujace podstawienie

X(t) = e(i/h)(Hs+HR)X(t)e—(i/h)(Hs-FHR) ) (3.10)

Réznikujac réwnanie (3.10) wzgledem czasu otrzymuje sie

v o= %[(HSJF Hp), ] + e /MU R g o=/ Hs 1R (317)

Z drugiej strony, wstawiajac pelny hamiltonian (3.8) do réwnania (3.9), a
nastepnie mnozac to réwnanie lewostronnie przez exp((i/h)(Hs+ Hpg)) i pra-
wostronnie przez exp(—(i/h)(Hgs + Hg)) dostaje sie

; . (3 { ~ 1 —~ ~
el MU IR Y o= (/M s+ Hr) — —3 [(Hs + H), X + —Hsr, X, (3.12)

gdzie Hgp jest zaleznym od czasu operatorem zdefiniowanym nastepujaco
ﬁSR(t) = (/M Hs+Hp) f o= (/M) (Hs+Hr) (3.13)

Po podstawieniu réwnania (3.12) do réownania (3.11) ostatecznie udaje si¢
sprowadzenie rOwnania opisujacego ewolucje catego systemu do postaci

¥ = lHsn R, (314
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Powyzsze rownanie mozna formalnie scatkowaé, otrzymujac rozwiazanie

X0 = xX(O0) + o [ d [Hsnlt), X)), (3.15)

ktore podstawia sie w komutatorze w réwnaniu (3.14). W wyniku tego pod-
stawienia rownanie opisujace ewolucje catego systemu przybiera postaé

: — t —

= Hsn(0),x(0)] — 5 [ e (Han), [Hsn®). 5] (3.16)
Réwnanie (3.16) nie zawiera zadnych przyblizen. Jest ono tak samo doktadne
jak réownanie (3.9). Jednak, nie stosujac zadnych przyblizen, nie da sie wy-
prowadzi¢ rOwnania opisujacego ewolucje stanu uktadu otwartego. Zaleta
réwnania (3.16) jest posta¢ znaczaco utatwiajaca wprowadzanie tych nie-
zbednych przyblizen.
Pierwszym zatozeniem jest przyjecie, ze w chwili poczatkowej ¢ = 0 uktad nie
znajduje si¢ w stanie splatanym z otoczeniem, oraz ze oddziatywanie uktadu
z otoczeniem, wprowadzajace takie splatanie, rozpoczyna sie dopiero w tej
chwili. Dzieki temu macierz gestosci catego systemu y moze by¢ przedsta-
wiona jako iloczyn macierzy gestosci uktadu otwartego p(0) oraz macierzy
gestosci otoczenia Ry

X(0) = p(0) Ry (3.17)

Zalozenie to rozpoczyna procedure eliminacji zmiennych otoczenia z réw-
nania (3.16). Nastepnym krokiem w tym kierunku jest wykonanie $ladu
czedciowego po otoczeniu, wprowadzajac przy tym oznaczenie

(%) = e/MHs p(p)e= (WAt = ). (3.18)

Slad czgsciowy z pierwszego wyrazu we wzorze (3.16) mozna pomingé przy
zatozeniu trr(HgrRo) = 0. Zalozenie to jest prawdziwe, jesli wartosci oczeki-
wane operatoréw otoczenia, sprzegajace otoczenie z uktadem sg rowne zeru.
Po wykonaniu operacji $ladu czesciowego, rownanie (3.16) przyjmuje postaé

5= —% /Otdt'trR([ﬁSR(t),[’ﬁSR(t'),y(t')]]). (3.19)

Jak wida¢, eliminacja zmiennych otoczenia udata si¢ w petni po lewej stro-
nie rownania. Do wyeliminowania zmiennych otoczenia po prawej stronie
roOwnania niezbedne jest przyjecie kolejnych zatozen. O ile na podstawie
pierwszego zalozenia (3.17) na poczatku nie byto korelacji pomiedzy ukta-
dem a otoczeniem, to wskutek istnienia oddziatywania ta korelacja bedzie
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z czasem narastac. Zaktada sie jednak, ze sprzezenie pomiedzy ukitadem a
otoczeniem jest tak bardzo stabe, ze dla dowolnego czasu macierz gestosci
x(t) wykazuje tylko odchylenie rzedu Hggr od nieskorelowanego stanu. Po-
nadto zaktada si¢, ze otoczenie jest ogromnym uktadem i w zwigzku z tym
jego stan nie zmienia sie wskutek oddzialywania z uktadem S. Przy tych
zalozeniach macierz gestosci calego systemu mozna zapisac

X(t) = p(t)Ro + O(Hsr) - (3.20)

Poniewaz zaktada si¢ tak stabe oddzialywanie, to wyrazy zawierajace Hsgr
w potedze wyzszej, niz w drugiej mozna zaniedba¢. Przyblizenie to nazy-
wane jest przyblizeniem Borna i pozwala ono na zastgpienie w komutatorze
réwnania (3.19) macierzy gestosci x(t') przez wyrazenie p(t') Ry

5o —% /Otdt’trR<[ﬁSR(t),[ffSR(t’), AR (3.21)

Niestety do pozbycia sie zmiennych otoczenia konieczne jest wykonanie na-
stepnych zatozen. Niezbedne jest przyjecie bardziej konkretnego modelu od-
dzialywania uktadu z otoczeniem. Wykonuje sie to, przyjmujac nastepujaca
posta¢ hamiltonianu oddziatywania

HSR = thiFi, (322)

gdzie s; sa operatorami dziatajagcymi w przestrzeni Hilberta uktadu, a I';
sg operatorami dzialajacymi w przestrzeni Hilberta otoczenia. Po prostych
przeksztatceniach otrzymuje si¢ wyrazenie

ﬁSR(t) = h Z (e(i/h)HstSief(i/h)H5t> (e(i/h)HRtFief(i/h)HRt)

= h Z S(OTi(t), (3.23)

ktére wstawia sie do réwnania (3.21). Wykorzystujac whasnos$¢ cyklicznosci
sladu czesciowego, czyli tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB), tatwo daje si¢
otrzymaé¢ rownanie

h= = X [ ({5030 - RHOHEOT )

+ {p(t)3;(1)3:(8) = 5:(1)AE)5; (E) H T () Ti(0) ) (3.24)

W powyzszym réwnaniu wykorzystano réwniez oznaczenie wartosci oczeki-
wanej dowolnego operatora A, dziatajacego w przestrzeni Hilberta otoczenia,
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przez (A)g = trr(RoA). Wszystkie wezesniejsze dziatania pozwolity jedynie
na odseparowanie zmiennych otoczenia od zmiennych uktadu, a nie ich wy-
eliminowanie z rownania opisujacego ewolucje stanu uktadu otwartego. Ko-
lejnym problemem w réwnaniu (3.24) jest trudnos$é w obliczeniu catki spowo-
dowana zaleznoscig macierzy gestosci p od czasu t’, po ktéorym wykonywane
jest catkowanie. Zalezno$¢ ta oznacza, ze do wyznaczenia przysztego stanu
uktadu nie wystarczy wytacznie znajomosé¢ obecnego stanu tego uktadu, jak
mozna by tego oczekiwac, lecz potrzebna jest znajomos¢ catej historii ewo-
lucji uktadu. Dlatego potrzebne jest zastapienie p(t') we wzorze (3.24) przez
p(t). Takie zastapienie p(t') przez p(t) nazywane jest przyblizeniem Mar-
kowa. Uzycie tego przyblizenia jest uzasadnione przy zatozeniu szybkiego, w
skali czasowej zmian p(t), zaniku funkcji korelacji (I';(#)1(t)) . Na szcze-
Scie szybki zanik tychze funkcji jednoczesnie zapewnia ostateczna eliminacje
zmiennych otoczenia z réwnania (3.24). Dlatego nalezy przyjaé¢ taki model
otoczenia, ktory zapewnialby takie krotkie czasy korelacji. Idealnie bytoby,
gdyby funkcje (fj(t' )T;(t))r dla tego modelu byly proporcjonalne do delty
Diraca. Okazuje sie, ze takie wymagania dobrze spekliajg modele otocze-
nia reprezentowane przez nieskonczone zbiory oscylatorow harmonicznych o
wszystkich mozliwych czestosciach, tworzace pewien zbiornik ciepta. Zbior-
nik ciepta moze sie¢ znajdowa¢ w stanie rownowagi termodynamicznej w tem-
peraturze T, badz w stanie prézni. Ze wzgledu na uproszczenie dalszych
rozwazan zostanie w tym miejscu zatozone, ze kazdy z modoéw zbiornika cie-
pta znajduje sie w stanie prozni. Dalsze uproszczenie uzyska sie, przyjmujac
ze do opisu stanu uktadu otwartego wystarcza tylko dwa operatory s i s.
Wéwezas mozna dokonaé nastepujacego przypisania

S1 =6, SQZST,

r, =TT, [,=T. (3.25)

Postac¢ macierzy gestosci Ry wynikajaca z wtasnosci zbiornika w stanie prozni
pozwala wyznaczy¢ wartosci funkeji korelacji

COTH ()R = (COTE)r = (T(OT(E))r =0,
TN r = wé(t—1t), (3.26)

gdzie k jest pewnym wspotczynnikiem proporcjonalnosci. Nalezy wspomnie¢,
ze dla takiego modelu otoczenia spetione jest réwniez przyjete wezesniej za-
lozenie zerowania sie wartosci oczekiwanych operatoréw otoczenia I' i I'f,
sprzegajacych uktad z otoczeniem. Wykorzystujac (3.25) oraz (3.26), réwna-
nie (3.24) daje sie juz sprowadzi¢ do prostej postaci, niezaleznej od zmiennych
otoczenia

0= —kps's — r&'5p + 2k3p5" (3.27)
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Mozna juz zatem powrdci¢ z obrazu oddziatywania do obrazu Schrodingera.
Zwiazek

o
p=—7[Hs, p] + e Mt peltUMIST, (3.28)

umozliwiajacy przejécie z jednego obrazu do drugiego wyprowadza sie, roz-
niczkujac réownanie (3.18) wzgledem czasu. Po wstawieniu (3.27) do (3.28)
oraz zdefiniowaniu operatora Lindblada C' = v/2ks otrzymuje sie réwnanie
~master” w postaci Kosakowskiego-Lindblada [69, 70]

) l 1
p=—7lHs,p] = 5{p. CTCYy + CpCT, (3.29)
gdzie uzyty zostal antykomutator zdefiniowany nastepujaco { A, B}, = AB+
BA. Uogoélnienie do przypadku wielu operatoréw Lindblada C;, powoduje
jedynie pojawienie sie sumowania w rOwnaniu ,master”

p= _ﬁ HS7 Z{Pac City + ZCP (3.30)

Wida¢, ze prawa strona réwnania ,master” jest w istocie pewnym dziataniem
na macierzy gestosci, ktére mozna symbolicznie zapisac

p=_Lp. (3.31)

Takie przedstawienie rownania ,master” jest bardzo wygodne i pozwala na
formalne zapisanie jego rozwigzania

p(t) = e“p(0). (3.32)

W powyzszych réwnaniach £ jest superoperatorem, dziatajacym na ope-
ratory i nazywanym Liouvilianem. Jego dziatanie na dowolny operator A
mozna zdefiniowa¢ nastepujaco

' 1
LA = _%[HS, Al - 5 YA CICY, + Y. GACT. (3.33)

Na koniec tego podrozdziatu wypada wroci¢ do glownego tematu tej
pracy. Powodem, dla ktérego przedstawiona zostata teoria uwzgledniajaca
dysypacje w mechanice kwantowej jest potrzeba prawidtowego opisu ewolucji
uktadu sktadajacego sie z atomu uwiezionego wewnatrz wneki. Jak przed-
stawiono na rysunku 2.13, uktady atom-wneka sg podstawowymi elementami
urzadzenia do teleportacji stanéw atomowych na znacznag odlegtosé. Proto-
kot teleportacji wymaga wykonania potaczonego pomiaru i dlatego kazda
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z wnek musi mieé¢ jedno lustro czesciowo przepuszczalne skierowane na de-
tektor. Tak wiec uzywane w propozycji teleportacji uktady atom-wneka sg
uktadami otwartymi. Do $ledzenia procesu teleportacji niezbedne jest za-
tem réwnanie ,master” opisujace ewolucje uktadu atom-wneka. 7 réwna-
nia (3.30) widaé, ze aby otrzymaé postaé¢ réwnania ,master” dla tego kon-
kretnego uktadu, trzeba zna¢ hamiltonian uktadu Hg oraz zbior operatorow
Lindblada C;. Hamiltonian zostanie wyprowadzony w rozdziale 5. Pozostaje
wiec przedstawienie postaci operatoréw Lindblada. Jakakolwiek posta¢ ma
hamiltonian uktadu atom-wneka, to na pewno musi mie¢ zarowno zmienne
atomowe i polowe. Na poczatku rozpatrzone zostanie oddzialywanie pola
wewnatrz wneki rezonansowej z otoczeniem. Jest rzecza oczywista, iz w wy-
niku tego oddzialywania fotony uwiezione we wnece beda ucieka¢ z wneki
jeden po drugim, az wneka pozostanie w stanie prozni fotonowej. Pierwszy
z operatoréw Lindblada dla takiego uktadu, opisujacy oddziatywanie pola z
otoczeniem, jest dany wzorem C; = v/2ka, gdzie a jest operatorem anihila-
cji, a Kk jest wspolezynnikiem opisujgcym przejrzystosé lustra. Atom réwniez
oddziatuje z otoczeniem poniewaz ma poziom wzbudzony |2), z ktérego w
wyniku emisji spontanicznej moze przejs¢ do poziomu podstawowego. Z po-
wodow, ktoére zostang wyjasnione pozniej, w modelu zaproponowanym przez
Bosego i jego kolegéw [19] uzyty zostal atom o dwdch podpoziomach stanu
podstawowego [0) i |1). Wszystkie trzy poziomy tworza schemat, ktory jak
wida¢ na rysunku 3.1, przypomina grecka duza liter¢ lambda. Powstaly w

12)

1)
0

Rysunek 3.1: Schemat atomu trojpoziomowego typu A

emisji spontanicznej foton trafia do modu innego niz mod wneki i zostaje
pochtoniety przez otoczenie. Wowczas atom przechodzi ze stanu wzbudzo-
nego |2) albo do podpoziomu stanu podstawowego |0), co opisuje operator
Cy = /7]0)(2|, albo do podpoziomu stanu podstawowego |1), czemu odpo-
wiada operator Cs = /7|1)(2|. W tych dwd6ch operatorach Lindblada + jest
wspotezynnikiem emisji spontanicznej Einsteina.
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3.3 Rozsuptywanie réwnania ,,master”

Réwnanie ,master” opisuje ewolucje uktadu otwartego statystycznie, uzywa-
jac zespotéw standéw czystych w macierzy gestosci. Bardzo dtugo taki sta-
tystyczny opis w zupetnosci wystarczal, poniewaz doswiadczalna obserwacja
wykonalna byta jedynie dla wielkich zespotéw uktadéow kwantowych. Cho-
ciaz istnienie kwantowych skokéw, charakterystycznych dla pojedynczych
otwartych uktadow kwantowych, zatozone bylto juz dawno w stynnej pracy
Einsteina [71] na temat wspolczynnikéw emisji spontanicznej i wymuszonej,
to dtugo uwazano, ze pomiary i manipulacja wykonywane na pojedynczych
uktadach kwantowych sg niemozliwe. W nieco skrajny sposoéb ten poglad
zostal wyrazony w 1952 roku przez Schrodingera [72], ktéry poréwnal moz-
liwo$¢ eksperymentowania z pojedynczymi uktadami kwantowymi do mozli-
wosci przejazdzki w ZOO na Ichtiozaurze. Jednakze szybki rozwéj technik
eksperymentalnych zdecydowanie zmienit sytuacje. Obecnie mozliwa jest
zarOwno manipulacja pojedynczymi uktadami kwantowymi, jak i ich efek-
tywna obserwacja. Wykonywano juz doswiadczenia, w ktorych wieziono jony
atomoéw w putapkach Paula i dowolnie nimi manipulowano, oswietlajac wy-
tacznie wybrane jony laserem. Przyktadem wykorzystania putapki Paula
sa chociazby ostatnie doswiadczalne realizacje teleportacji stanow atomo-
wych [17,18], w ktérych uwieziono i manipulowano trzema jonami. Z punktu
widzenia propozycji teleportacji stanoéw odlegtych atomow wazniejsze jest
jednak to, ze wykonywano réwniez i doswiadczenia z uwiezieniem jednego
jonu [73-76] lub dwéch jonéw [77] wewnatrz optycznej wneki rezonansowej.
Efektywna obserwacja jest natomiast mozliwa dzigki nowej generacji potprze-
wodnikowych detektoréow lawinowych zdolnych wykry¢ pojedynczy foton z 88
procentowym prawdopodobienstwem [78-80].

Nowe mozliwosci techniczne, pozwalajace na eksperymentowanie z poje-
dynczymi uktadami kwantowymi, wymusity opracowanie metody trajekto-
rii kwantowych — nowej teoretycznej metody opisu indywidualnych realiza-
cji stanu uktadu. Trajektorie kwantowe pozwalajg na analizowanie ewolucji
wyznaczonej przez rownanie ,master” dla danego uktadu otwartego w spo-
sob, ktory upodabnia mechanike kwantowa do klasycznej fizyki statystycz-
nej. W tym podejéciu generowany jest zespot trajektorii za pomoca grupy
rownan stochastycznych. Kazda trajektoria opisuje jedng z mozliwych ewo-
lucji uktadu oddzialujacego z otoczeniem. Wartosci oczekiwane usrednione
po wszystkich trajektoriach sg zgodne z warto$ciami oczekiwanymi otrzyma-
nymi za pomoca roOwnania ,master”.

Carmichael wraz ze swoimi wspétpracownikami [81] wyprowadzit metode
trajektorii kwantowych z teorii pomiaréw wyznaczajacej rozktady prawdo-
podobienistwa zliczania fotonéw, emitowanych przez 7rédta fotoemisyjne [82].
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Pelne wyprowadzenie metody trajektorii kwantowych mozna znalez¢ w ksiazce
Carmichaela [83] oraz w pracy przegladowej [84], a tutaj, ze wzgledu na jego
obszernos¢, ograniczone zostanie jedynie do rozsuptania rownania ,master”
bez wyprowadzania fizycznych interpretacji odpowiednich wielkosci i wyra-
zen.

Procedura rozsuptywania zaczyna si¢ od dodania i odjecia superoperatora
S w rownaniu (3.31), co prowadzi do nastepujacej postaci réwnania ,master”

p=(L—S+38)p. (3.34)

Réwnanie ;master” w takiej formie jest tak samo dokltadne jak rownanie (3.31),
ale jego formalne rozwigzanie

p(t) = elE=9+50 p(0) (3.35)
pozwala na uzycie ponizszej tozsamosci
exp[(L + aS)x]
= Z a”/ dxn/ ! dxp_1 .. / ’ dz,et@=2n) gel@n=an-1) g = gelz ,
— o 0 0
(3.36)

w wyniku czego rozwiazanie réwnania ,master” przyjmuje ponizszg postac

o'} t tn '
Z/ dtn/ dtn,l.../ dtl(e(ﬁfs)(tftn)s

n=0"0 0 0

xeEmSnte) S SelE=9)tp(0)) (3.37)

Nalezy zwroci¢ uwage na dowolnosé, jaka sie pojawia przy wyborze super-
operatora S, poniewaz rézne superoperatory S prowadzg do réznych inter-
pretacji rownania (3.37). Z punktu widzenia teorii pomiaréw wygodnie jest
obra¢ takg posta¢ superoperatora S, aby opisywal on emisje fotonu z uktadu
otwartego

Sp=Y CipC}. (3.38)
Wéwezas superoperator £ — S jest zdefiniowany nastepujaco

(L~ S)p = —+[Hs,p Z{p,OTCh (3.39)

R

i opisuje ewolucje uktadu otwartego w okresie czasu, w ktorym nie naste-
puje zadna emisja. Po ustaleniu postaci superoperatora & wyraznie widac z
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réwnania (3.37), ze rozwiazanie rownania ,master” p(t) jest suma po wszyst-
kich mozliwych $ciezkach ewolucji uktadu otwartego, to znaczy po wszystkich
mozliwych liczbach emisji i po wszystkich mozliwych czasach tych emisji. Je-
zeli oddziatywanie uktadu otwartego z otoczeniem opisuje wiecej niz jeden
operator Lindblada, to sumuje sie réwniez po wszystkich mozliwych sekwen-
cjach zadzialania poszczegdlnych operatoréw. Zeby to uwidocznié, réwna-
nie (3.37) wystarczy zapisa¢ w postaci

n 2 (L—8)(t~tn) .
Z/dt/ dtn_s . /0 dt (e (ZSZ)

x elE SNt 25 ZS (=)t )), (3.40)

gdzie
Sip = CipCl . (3.41)

Natomiast réwnanie (3.40) moze byé¢ przepisane, po wymnozeniu nawiasoéw
z sumami, w nastepujacy sposob

t
ZZ/ dt, / dt, 1. /Zdtl(e(ﬁfS)(tftn)Sin
0

n= O{z

xelb=Stn—ta-t)g, ,Sile(ﬁfs)“p(O)) , (3.42)

Teraz widac, ze kazda Sciezka ewolucji uktadu lub inaczej kazda trajekto-
ria kwantowa jest okreslona przez liczbe emisji, ich czasy oraz rodzaj tych
emisji. Stan uktadu otwartego w czasie ¢, gdy nastapi n emisji w oznaczo-
nych czasach, opisanych przez odpowiednie operatory Lindblada dany jest
warunkowa macierza gestosci p.(t)

pe(t) = %, (3.43)

gdzie p.(t) jest nieunormowang warunkowa macierza gestosci

ﬁc( ) — o(L=8)(t~ tn) G o L=8) (tn—tn— 1)8,

in in—1""

.S;, eEM p(0) (3.44)

Powyzej opisang procedure nazywa sie rozsuptywaniem réwnania ,ma-
ster”, poniewaz pozwala ona na przejécie od opisu statystycznego réwna-
nia ,master”, wspolnego dla wszystkich realizacji uktadu otwartego, do nie-
skonczonej liczby trajektorii kwantowych opisujacych indywidualne realizacje
uktadu otwartego. Przetworzenie dynamiki kwantowej zawartej w rownaniu
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,master” na nieskonczong liczbe trajektorii kwantowych ma dwie bardzo
wazne zalety. Po pierwsze dostarcza gotowego przepisu na obliczanie ma-
cierzy gestosci (3.43), opisujacej stan pojedynczego uktadu kwantowego po
ewolucji obserwowanej w sposob ciagly przez detektory. Dzigki temu teo-
retyczny opis, odpowiadajacy nowym mozliwosciom eksperymentalnym, jest
juz dostepny. Po drugie umozliwia stosowanie wektoréw zamiast macierzy
do okredlania stanéw uktadow otwartych. Macierze gestoséci byty niezbedne
w podejsciu réwnania ,master” ze wzgledu na brak informacji na temat od-
dziatywania uktadu otwartego z otoczeniem. Wtedy mozliwe bylo jedynie
ustalenie z jakim prawdopodobienstwem uktad znajduje sie¢ w jakims$ sta-
nie czystym po oddziatywaniu z otoczeniem. Tymeczasem kazda trajektoria
kwantowa zawiera w sobie petng informacje o oddzialywaniu uktadu z oto-
czeniem i w zwigzku z tym jesli poczatkowo uktad znajdowat si¢ w stanie czy-
stym p(0), to w kazdej chwili ¢ ewolucji, opisanej przez trajektorie kwantowa,
rowniez znajduje sie¢ w stanie czystym. To prowadzi do znacznego uprosz-
czenia liczenia ewolucji uktadu otwartego. W przypadku ewolucji bez emisji
roOwnanie rézniczkowe z superoperatorami dzialajacymi na macierz gestosci
daje si¢ sprowadzi¢ do réwnania rézniczkowego z operatorami dziatajacymi
na wektory. Superoperatory exp [(£L — S)At|, opisujace ewolucje bez emisji
w czasie At w réwnaniu (3.44) sa rozwigzaniem réwnania

pe = (£ —=8)pe, (3.45)
ktére po uwzglednieniu (3.39) przyjmuje postaé
pe = =4l 0 = 5 Slpe CIC (3.46)
Odpowiednio porzadkujac wyrazy w (3.46), otrzymuje sie rownanie
ihpe= (Hs — 03010 pe—pe(Hs + 0 S2ClO), (347)

w ktorym uwzglednia sie fakt, ze stan uktadu jest czysty, czyli p. = |1EC)<1ZC|
Po prostych przeksztatceniach réwnanie wyznaczajace ewolucje stanu uktadu
daje sie sprowadzi¢ do postaci

(11 51)) Bl = (10 5130) el = Feal By (0d = [l (31
(3.48)

gdzie Heg jest niehermitowskim hamiltonianem efektywnym danym wyraze-
niem
g t
Hy = Hg — 5 >y ClC;. (3.49)

(2
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Z (3.48) wyraznie widaé, ze musi by¢ prawdziwe ponizsze rownanie

(11413 (el = Hal) 5 (3.50)

ktore po obustronnym pomnozeniu przez wektor |QZC>, a nastepnie obustron-
nym podzieleniu przez otrzymany kwadrat normy tego wektora, sprowadza
sie do réwnania Schrodingera z hamiltonianem efektywnym

ihjthzc} = He|te) . (3.51)

Roéwnanie Schrodingera z niehermitowskim hamiltonianem efektywnym jest
rownaniem nieunitarnym, co jest oczywiste, zwazywszy na fakt, ze pochodzi
ono z réwnania (3.44), ktore réwniez prowadzito do zaniku normy.

Przypadek emisji jest jeszcze prostszy. Przyjmujac ze podczas catej ewo-
lucji uktad znajduje sie w stanie czystym, zmiane stanu spowodowang emisja
mozna przedstawi¢ nastepujaco

W L] = Siltbe) (] = Cilibe) (0| CF - (3.52)

Zatem jesli przed emisja uklad znajdowal sie w unormowanym stanie |¢.),
to po emisji znajdowaé sie bedzie w stanie |¢/)) = Cji|i).). Réwniez pod-
czas tej operacji norma wektora zanika i dlatego wektor |1Zé> musi zostac
unormowany.

Utrata normy wektora stanu podczas ewolucji warunkowej moze by¢ po-
strzegana jako wada, jednak w rzeczywistosci dostarcza bardzo waznej wie-
dzy o prawdopodobienstwie wystapienia emisji fotonu z uktadu do otoczenia.
Teoria pomiarow pozwala zinterpretowa¢ slad z nieunormowanej macierzy
gestosci, wystepujacej po lewej stronie réwnania (3.52), przemnozony przez
bardzo maly przedzial czasu At, jako prawdopodobienstwo emisji opisane;
operatorem Lindblada C; w tym przedziale czasu

pi = tr(Sipe) At = (| CT Cilae) At . (3.53)

Oczywiscie prawdopodobienstwo wystapienia jakiejkolwiek emisji jest dane
nastepujacym wzorem

p=tr(Spe) At = S (W |CTCil) At (3.54)

]

Z kolei zmniejszanie si¢ normy wektora stanu podczas liczenia ewolucji z wy-
korzystaniem nieunitarnego réwnania Schrodingera (3.51) odpowiada zmniej-
szaniu sie prawdopodobienstwa, ze w czasie tej ewolucji nie nastapi zadna
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emisja. Jesli w czasie t stan opisany jest unormowanym wektorem |v.(t)), to
kwadrat normy rozwiazania nieunitarnego rownania Schrodingera dla czasu
t + At jest rowny prawdopodobienstwu braku emisji w tym przedziale czasu

P = {Dlt+ A1) [de(t + A1)
= (el M en ey 1) (3.55)

Ta definicja, w przeciwiefistwie do definicji (3.53) oraz (3.54), jest prawi-
dtowa dla dowolnie duzego At. Przyjecie bliskich zera wartosci At pozwala
na powigzanie kwadratu normy wektora stanu z prawdopodobienstwem emi-
sji w czasie At. Oto6z dla bardzo matych wartosci At mozna eksponensy
w (3.55) rozwinaé¢ w szereg do wyrazu liniowego wzgledem At, to znaczy
dokonaé podstawienia exp(—(i/h)HegAt) =~ 1 — (i/h) Heg At. Wowcezas daje
sie réwnanie (3.55) sprowadzi¢ do prostej postaci

B = (e(t)|(1— Y CICAD (1) =1, (3.56)

2

dowodzacej zgodnosci interpretacji (3.54) 1 (3.55).

3.4 Algorytmy trajektorii kwantowych

Dzigki rozsuptaniu réownania ,master” mozliwe si¢ stato tatwe wyznacza-
nie ewolucji warunkowej uktadu otwartego, a to z kolei umozliwia w tatwy
spos6b numeryczne znalezienie rozwigzania réwnania ,master”. Na pierw-
szy rzut oka wydaje sie, ze réwnanie (3.42) taczace rozwiazanie réwnania
y,master” z warunkowymi macierzami gestosci jest zbyt skomplikowane, by
mogto postuzy¢ w obliczeniach. Jednak wystepujace w nim sumowania i
caltki mozna tatwo obliczy¢, stosujac numeryczng metode, nazywang metoda
Monte Carlo. W tym przypadku zastosowanie tej metody polega na loso-
wym wygenerowaniu bardzo wielu macierzy p., a nastepnie wyznaczeniu ich
Sredniej arytmetycznej.

Przypadkowe tworzenie Sciezki ewolucji kwantowej mozna realizowaé sto-
sujac dwa rézne, ale tez réwnowazne sobie pod wzgledem otrzymywanych
wynikow algorytmy. Pierwszy z algorytmoéow jest przedstawiony w ksiazce
Carmichaela [83]. Jest on mniej praktyczny zaréwno do zastosowania w pro-
gramach do obliczen numerycznych, jak i do analitycznego liczenia ewolu-
cji warunkowej, ale stanowi bardzo dobrg ilustracje dziatania tej kwantowej
wersji metody Monte Carlo. Zanim przedstawiony zostanie ten pierwszy al-
gorytm, nalezy zebra¢ warunki umozliwiajace policzenie trajektorii. W obu
algorytmach do utworzenia trajektorii niezbedna jest znajomos¢ stanu po-
czatkowego uktadu otwartego, hamiltonianu efektywnego H.g, rzadzacego
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ewolucja bez emisji oraz kompletu operatoréw Lindblada C;. Jak wspo-
mniano wczesniej, zaktada sie ze poczatkowo uktad otwarty znajduje sie w
stanie czystym [¢(0)). W pierwszym algorytmie niezbedne jest ponadto usta-
lenie postepu At, o jaki bedzie zwiekszat sie czas w kazdym kroku liczenia
ewolucji stanu uktadu. Wtasciwy dobor At nie jest tatwym zagadnieniem.
Jak dokonaé¢ tego wyboru opisane bedzie pdzniej. Przedziat czasu At po-
zwala przej$¢ od czasu zmieniajacego sie w sposob ciggly do dyskretnego
zbioru czaséw tp = kAt. Znajac stan uktadu |¢.(ty)) w czasie ¢, mozna
wyznaczy¢ stan uktadu w kolejnym czasie, stosujac nastepujaca procedure:

1. wyznacza si¢ prawdopodobienstwo wystapienia emisji w przedziale czasu
od tk do tk+1

pltn) = X pite) = Y (0elt)ICC (1) At (3.57)

2. losuje sie liczbe 7, z przedziatu [0, 1]

3. jesli wylosowana liczba spetnia warunek r, > p(ty), to oznacza to, ze
w tym przedziale czasu nie nastgpita emisja i nieunormowany wektor
opisujacy stan uktadu w czasie t;,, oblicza sig¢, rozwiazujac nieunitarne
rownanie Schrédingera

[Pe(trr)) = e OPHab g (1) (3.58)

4. jesli wylosowana liczba spelnia nier6wnos¢ rp < p(tx), to oznacza to
wystapienie emisji spontanicznej; nalezy wowczas ustali¢ rodzaj emisji
i obliczy¢ nieunormowany wektor stanu w nastepujacy sposob:

a) losuje sie liczbe [ z przedziatu [0, 1]
b) ustala si¢ ktérym operatorem Lindblada nalezy zadzialaé, szuka-
jac najmniejszej liczby m, dla ktorej spetniony jest warunek

I g%((f:)) <0 (3.59)

¢) oblicza sie nieunormowany wektor stanu uktadu, uzywajac opera-

tora Lindblada C),

[Ge(tir)) = Crnltoe(tr)) (3.60)
5. normuje si¢ wektor opisujacy stan uktadu w czasie tx11
(s
|te(tet1)) = [Peltia)) (3.61)

V @l )[Deltir))
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Stosujac powyzej przedstawiony algorytm bez trudu mozna wygenerowac
losowg trajektorie przedstawiajaca ewolucje uktadu od stanu poczatkowego
do stanu, w jakim uktad znajdzie w czasie konicowym. W ten sposéb wylicza
sie kilka tysiecy, badz nawet kilkadziesiat tysiecy losowych trajektorii star-
tujacych od poczatkowego stanu |1.(0)). Woéwezas mozna policzyé wartosci
Srednie zgodne z rozwiazaniami réwnania ,master”, co tatwo udowodnié¢ dla
pojedynczego kroku At. Dla wielkiej liczby losowan czesto$é¢ wystepowania
emisji oraz czestos¢ braku emisji beda, zgodnie z prawem wielkich liczb, dazy¢
do prawdopodobienstw p oraz 1 — p, odpowiednio. Dlatego dla odpowiednio
wielkiej liczby powtérzen ewolucji uktadu w wyniku usrednienia otrzyma sie
stan mieszany, dany nastepujaca macierza gestosci

P(At) = (1 - P) ’wbez emisji (At)> <wbez emisji (At) ’ + p‘wemisja<At)> <wemisja<At) ‘
o—(i/h)Heg At 11:(0)) (24(0) |e(z‘/ﬁ)HeTﬁAt
VI—pVI=p

pz Di Ci‘wcm)ﬂwcm)'Cj '
i P \/(pi/At)\/(pi/At)
Po rozwinieciu eksponenséw w szereg i ucieciu szeregdéw na wyrazie liniowym
wzgledem At oraz po uproszczeniu otrzymuje sie rownanie
p(At) = (1= (i/n)HegAt)p(0)(1 + (i/h)HlzAt)
+ At Cip(0)CY (3.63)

= (1-p)

(3.62)

ktore po odrzuceniu wyrazu proporcjonalnego do At? daje sie przedstawié w
postaci

Y e %;{pw),oicm
+ > Cip(0)CY (3.64)

Jak wida¢, w granicy At — 0, lewa strona réwnania (3.64) bedzie dazy¢ do p,
a cate rownanie do réwnania ,master” (3.30). Zatem dla nieskoriczenie matej
wartosci At rozwigzanie otrzymane z trajektorii kwantowych jest réwne do-
ktadnemu rozwigzaniu réwnania ,master”. Oczywiscie w algorytmach reali-
zowanych przez komputer nie mozna uzywac¢ wielkosci nieskonczenie matych.
Ale nie ma czym si¢ martwi¢, gdyz nie ma potrzeby uzywania nieskoniczenie
matej wartosci At. Co wiecej, nierozsadne jest uzycie nawet skonczonych,
lecz tak matych wartosci, na jakie pozwala komputer, poniewaz zwigksza-
lyby to tylko niepotrzebnie czas obliczen, nie zmieniajac istotnie wynikow.
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Czym zatem nalezy sie kierowaé przy wyborze At? Po pierwsze At musi by¢
na tyle mate, aby prawdopodobiefistwo policzone z réwnania (3.54) spetniato
podstawowy aksjomat, to znaczy nie byto wigksze od jednosci. Ponadto na-
lezy zadbaé o to, by wzor (3.54) byl wystarczajaco doktadny, co prowadzi do
warunku, by wszystkie p(t;) < 1. Po drugie, jesli w sktad dynamiki zawar-
tej w rownaniu ,master” wchodzg oscylacje z czestoscia (2, to oscylacje te
bedg widoczne tylko wtedy, gdy At bedzie na tyle mate, ze bedzie spelhiac
warunek Q < 2rAt™!. Podobnie jest ze statymi ttumienia. Tak wiec jesli
v jest wspolczynnikiem emisji spontanicznej, to musi by¢ spetniony waru-
nek v < 2rAt™!. Po trzecie krok At trzeba dobieraé jeszcze ostrozniej w
przypadku hamiltonianu efektywnego zaleznego od czasu. Okazuje sig, ze za
pomocy trajektorii kwantowych mozna uzyskaé¢ poprawne wyniki réwniez i
w tym przypadku, jednak nalezy przyja¢ na tyle mate At, aby przyblizenie
~ i

T+ a0) = exp (=3 [ dta(n) l0(t)

Q

exp ( — 1 H(to) A1) | (10)) (3.65)

byto wystarczajaco dobre.

Drugi algorytm liczenia trajektorii kwantowych wykorzystuje zanik normy
do ustalenia czasu wystapienia emisji. Wiec zamiast dzieli¢ czas ewolucji na
bardzo mate przedziaty At i dla kazdego z tych przedziatéw ustalaé, czy na-
stapita emisja, czy nie, losuje si¢ liczbe ry i tak wydtuza si¢ czas ewolucji bez
emisji, az prawdopodobiefistwo nie wystapienia emisji dane wzorem (3.55)
zrowna si¢ z 1. Kolejnos¢ dziatan jest wiec nastepujaca

1. losuje sie liczbe 7y, € [0, 1],

2. rozwiazuje sie nieunitarne réwnanie Schrodingera z poczatkowym sta-
nem opisanym unormowanym wektorem |i.(o)); ewolucja bez emi-
sji, ktora opisuje to nieunitarne réwnanie Schrodingera, konczy sie dla
czasu t., dla ktorego kwadrat normy wektora stanu jest rowny wyloso-
wanej liczbie ry czyli gdy (Y (te)|e(te)) = 7.

3. w czasie t. nastepuje emisja; operator odpowiadajacy jej rodzajowi
wyznacza si¢ tak samo, jak w pierwszym algorytmie:

a) losuje sie liczbe [ z przedziatu [0, 1],

b) ustala sie, ktérym operatorem Lindblada nalezy zadziataé, szuka-
jac najmniejszej liczby m, dla ktorej spetniony jest warunek

I — gf;"((::)) <0, (3.66)
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c¢) oblicza si¢ nieunormowany wektor stanu uktadu, uzywajac opera-
tora Lindblada C,,

[DL(te)) = Cnltde(te)) (3.67)

4. normuje sie wektor stanu |¢/(t.)) i wraca sie z nim, jako stanem po-
czatkowym do punktu pierwszego.

Warto wspomnieé, ze do rozwigzania nieunitarnego réwnania Schrodingera
mozliwe jest uzycie wszystkich standardowych technik stosowanych do roz-
wiazywania zwyktego réwnania Schrodingera. W obliczeniach numerycznych
mozna sie zatem poshuzy¢, na przyktad, algorytmem rozwigzywania réwnan
rozniczkowych Rungego-Kutty.

Kazdy z przedstawionych algorytméw pozwala wyznaczy¢ warunkowy
wektor stanu uktadu |¢.(t)) dla dowolnego czasu t. Wyliczenie wielu przy-
padkowych trajektorii pozwala wyznaczy¢, za pomocg usrednienia, macierz
gestosci p(t), bedaca rozwiazaniem réwnania ,master”. Jednak powracanie
do opisu stanu macierzg gestosci nie jest konieczne. Do otrzymania wszyst-
kich mozliwych wynikéw wystarczy postugiwanie sie wytacznie warunkowymi
wektorami stanu. Wartos$é oczekiwana dowolnego operatora A(t) daje sie po-
liczy¢, wyznaczajac najpierw wartosci oczekiwane tego operatora dla kazdej
trajektorii wedtug wzoru

(A(t))e = (e()|A(E)|the(t)) | (3.68)
a nastepnie liczac warto$¢ srednig ze wszystkich N trajektorii

1 N

(A1) = 5 S(AWD) (369)

c=1

Bardzo ciekawa metodg otrzymywania wynikéw jest zapisywanie i analizo-
wanie czasow wystgpienia emisji. Ten sposoéb otrzymywania danych bar-
dzo przypomina do$wiadczenie, poniewaz wynikami eksperymentu rowniez
sg zarejestrowane czasy wykrycia fotonoéw przez detektory. Analizujac czasy
emisji, mozna otrzymacé¢ wiele réznych informacji o uktadzie. Co ciekawe,
niektére z tych informacji sg trudne do otrzymania innymi metodami. Przy-
ktadem zadania tatwego wylacznie z wykorzystaniem tej metody jest wy-
znaczenie rozktadu czaséw oczekiwania, czyli rozktadu prawdopodobienstwa,
mowigcego po jakim czasie po pierwszej emisji mozna si¢ spodziewaé emisji
drugiej.
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Rozdziat 4

Interferencja p6l na plytce
Swiatlodzielgcej

W urzadzeniach stuzacych do teleportacji jednym z najistotniejszych elemen-
tow jest uktad pozwalajacy wykonaé potaczony pomiar stanu dwoch kubi-
tow. Taki pomiar zmienia przypadkowo na cztery mozliwe sposoby stan tych
kubitéw. Kolejnos¢ dziatan w procesie teleportacji jest warunkowa, ponie-
waz jest uzalezniona od wyniku potaczonego pomiaru. Dzigki trajektoriom
kwantowym mozliwe jest Sledzenie ewolucji warunkowej. Trzeba jednak w
tym celu dysponowa¢ hamiltonianem uktadu oraz operatorami opisujacymi
zmiane stanu uktadu kubitow podczas wykrycia przez rozne detektory fotonu.
W przypadku urzadzenia do teleportacji stanéw atomowych, uwidocznionego
na rysunku 2.13, a bedacego gtdwnym przedmiotem badan przedstawionych
w tej rozprawie, detektory mierza stan pdél wnek rezonansowych. Gdyby
na schemacie 2.13 nie byto ptytki pétprzepuszczalnej, to zdarzeniu wykrycia
emisji przez detektory D, lub D_ odpowiadaltby jeden z operatoréw Lind-
blada

Ca=+V2kas lub Cp = \/%CLB, (4.1)

odpowiednio. Jak napisano wczesniej, k jest wspotczynnikiem opisujacym
przejrzystos¢ lustra. Natomiast a4 i ap sg operatorami anihilacji pola w od-
powiednich wnekach. Sytuacja sie jednak zmienia po wprowadzeniu ptytki
swiattodzielacej, na ktorej interferuja pola wychodzace z obu rezonatoréw.
Dzigki tej interferencji daje si¢ zrealizowaé potaczony pomiar stanu obu ku-
bitéw, ale obecno$¢ tej interferencji zmienia postaci operatoréw odpowiada-
jacych zasygnalizowaniu emisji przez kazdy z detektorow. W rozdziale tym
wyprowadzone zostang operatory emisji dla uktadu pomiarowego ztozonego
z plytki swiattodzielacej i dwoch detektoréw [85]. Poza tym zostanie po-
kazane, ze ptytka $wiattodzielaca moze postuzyé¢ do modelowania dziatania

5
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detektorow o mniejszej niz stuprocentowa efektywnosci wykrywania fotonéw.

4.1 Kwantowy opis dziatania plytki swiatto-
dzielacej

Niech na ptytce swiattodzielacej interferuja dwa mody pola elektromagne-
tycznego, opisane operatorami anihilacji a; i as, jak przedstawiono na ry-
sunku 4.1. W wyniku tej interferencji pojawiaja si¢ dwa mody wychodzace z

&,

Rysunek 4.1: Plytka swiattodzielaca z kwantowymi modami pola elektroma-
gnetycznego na wejéciach i wyjsciach.

plytki swiattodzielacej. Opisane sg one operatorami anihilacji az i ay. Oczy-
wiscie mody wychodzace musza sie daé¢ przedstawi¢ superpozycjami modow
wchodzacych. Jesli przez t oznaczy si¢ zespolony wspotczynnik proporcjo-
nalnosci dla promienia przechodzacego, a przez r dla promienia odbitego, to
superpozycje te przybieraja postac

as = ta1 + ras s

ay = tag+ra;. (4.2)
Wspoétezynniki ¢ i r musza byé tak dobrane, aby operatory anihilacji as i a4
byty prawidtowo okreslone, to znaczy, ze musza by¢ spetnione nastepujace
zwigzki komutacyjne

las, a}] = [ag, af] = 1, (4.3)
oraz

[as, al] = 0. (4.4)
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Ze zwiazku (4.3) mozna wyprowadzi¢ pierwsze z rownan, w ktérym wspot-
czynniki ¢ i r musza spetniaé¢ zaleznosé

It + 7> = 1. (4.5)

Réwnanie (4.5) oznacza, ze wspOtczynniki ¢ i 7 musza by¢ unormowane.
Zatem dla fotonu padajacego na ptytke suma prawdopodobienstwa odbicia
|7|> 1 prawdopodobiefistwa przenikniecia [¢|? jest réwna jednosci. Oczywiscie
w doswiadczeniu wystepowad tez beda przypadki pochtoniecia fotonu przez
plytke. Jednak sa to na tyle rzadkie przypadki, ze nie uwzglednienie procesu
absorpcji w superpozycjach (4.2) jest przyblizeniem jak najbardziej uzasad-
nionym.

Kolejne réwnanie ktore musi by¢ spetnione przez wspotczynniki ¢ i » wynika
ze zwiazku (4.4)

tr*+t'r = 0. (4.6)

Aby méc wykorzystaé to rownanie, konieczne jest wyrazenie liczb zespolo-
nych t i r przez ich wartosci bezwzgledne i ich fazy, czyli

t=|tle,  r=|r|e"r. (4.7)

Po podstawieniu (4.7) do (4.6) i wykorzystaniu wzoru Eulera otrzymuje sie
nastepujace rOwnanie

[t]r] cos(dr — @) = 0. (4.8)
Wartosci |t| 1 |r| w granicach wyznaczonych przez unormowanie (4.5) moga
by¢ dowolne. Zatem rozwiazaniem réwnania (4.8) jest réznica faz taka, ze
¢Or— ¢y = /2+nm, gdzie n jest dowolna liczba catkowita. Z tej nieskonczonej
liczby rozwiazan zostanie w dalszych obliczeniach wybrane jedno dla n = 0.
Ponadto dla uproszczenia dalszych wzorow zostanie zatozone, ze ¢; = 0.

Prowadzi to do wartosci drugiej fazy réwnej ¢, = m/2. Znajomos$¢ wartosci
faz pozwala zapisa¢ wspotczynniki ¢ i r nastepujacymi wzorami

t=t, r=1|r|. (4.9)

Te postaci wspolezynnikéw mozna juz z powrotem podstawi¢ do réwnan (4.2).
Jednak aby méc wykorzystaé¢ réwniez warunek unormowania, rozpatrzony zo-
stanie bardziej szczegdlny przypadek. W urzadzeniu do teleportacji, przed-
stawionym na rysunku 2.13, uzyta zostata ptytka Swiattodzielaca potprze-
puszczalna, to znaczy taka, ze |t|*> = |r|> = 1/2. Dla takiej ptytki réwna-
nia (4.2) przybieraja postacé

as = (CLl -+ i&z) s

ay = (aq — tag) . (4.10)

SIS
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Latwo zauwazy¢, ze przedstawienie tych dwoch rownan w postaci macierzowej
prowadzi do opisu dziatania 50 procentowej ptytki Swiattodzielgcej macierza
VX (2.13). Dowodzi to mozliwosci zrealizowania polprzepuszczalnym lu-
strem bramki kwantowej v NOT. Jednak gtéwnym celem tego podrozdziatu
jest wyprowadzenie postaci operatorow emisji zwigzanych z uktadem z ry-
sunku 2.13. Zatem potrzebne sg podstawienia: a; = a4 i ay = ap, a takze
obustronne pomnozenie (4.10) przez czynnik v/2x. W wyniku tych dziatan
otrzymuje si¢ rOwnania

V2kas = %(C’A—i—iCB), (4.11)
V2kas = —(Cy —iC), (4.12)

V2

z ktorych widaé, ze operatory emisji zwigzane z kazdym z dwoch detektorow
sa dane wyrazeniami C; = v/2kas i Cy = v/2kay. Ostatecznie operatory
emisji dla tego uktadu przyjmuja nastepujaca postac

C, = Vklaa+iap), (4.13)
Cy = Veklaa —iap). (4.14)

W powyzszych rownaniach uwzglednione sa wszystkie mody wystepujace w
uktadzie i dlatego czynnik i wystepujacy przed nawiasem w réwnaniu (4.12)
jest czynnikiem globalnym, nie zwigzanym z zadnym obserwowalnym efek-
tem. W zwigzku z tym, ten globalny czynnik fazowy zostal pominiety w
réwnaniu (4.14).

4.2 Detektory z efektywnos$cia mniejsza od
jednosci

Zwykle w modelach zaktada si¢, ze detektory sg doskonate, ale w rzeczywi-
stosci posiadajg one istotne wady, ktére musza by¢ wzicte pod uwage przy
realizacji do$wiadczen. Pierwsza z wad jest istnienie tak zwanych ciemnych
zliczen. Wada ta polega na sygnalizowaniu od czasu do czasu wykrycia fo-
tonu pomimo braku jakiejkolwiek emisji fotonu. Jesli dalsza ewolucja ekspe-
rymentator kieruje, uzalezniajac ja od wystgpienia emisji fotonu z uktadu,
to wystapienie ciemnego zliczenia spowoduje wystapienie btedu. Wplyw ten
mozna znaczaco ostabié¢, ustalajac czas catej ewolucji, ktory jest znacznie
krotszy od $éredniego czasu, dzielacego jedno ciemne zliczenie od drugiego.
Druga wada rzeczywistych detektorow jest to, ze nie zawsze sygnalizuja wy-
krycie wyemitowanego przez uktad fotonu. Jest oczywiste, ze i ta niedo-
skonatos$¢ bedzie prowadzi¢ do otrzymywania btednych wynikow. Najlepsze
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z obecnie istniejgcych detektoréw maja efektywnosé wykrywania fotonow
réwna 88% [78-80]. Jest to zbyt malo, aby modc zignorowaé wplyw skon-
czonej efektywnosci detektoréw na wyniki. Co gorsza, najczesciej uzywane
detektory maja efektywnosé nie przekraczajaca 50%. Ujecie tego zagadnie-
nia za pomoca klasycznego podejscia probabilistycznego nie zawsze wystar-
cza do przewidywania zachowania uktadow kwantowych i dlatego potrzebny
jest kwantowy model detektora nieefektywnego. Takim modelem jest uktad
ztozony z doskonatego detektora i ptytki swiattodzielacej. Uktad taki przed-
stawiony jest na rysunku 4.2. Promien wychodzacy z badanego uktadu tra-

02

Rysunek 4.2: Model niedoskonatego detektora.

fia na plytke $wiattodzielaca. Operator ay jest operatorem anihilacji modu
pola elektromagnetycznego opisujacego ten promien. Zwykle zaktada sie,
dla uproszczenia wzoréw, ze mod drugiego promienia wchodzacego znajduje
sie w stanie prézni. Operator anihilacji dziatajacy na ten drugi mod zostal
oznaczony przez ap. Jeden z promieni wychodzacych z plytki swiattodziela-
cej trafia na doskonaly detektor. Kazdy foton pojawiajacy sie w tym modzie
jest wykrywany, co odpowiada zadzialaniu operatora ap. Jednak drugi pro-
mien trafia do zbiornika ciepta, ktorym jest otoczenie. Jesli foton znajdzie
sie w tym modzie, to zostanie pochtoniety przez otoczenie, lecz nie zostanie
wykryty. Taka emisja fotonu z uktadu do otoczenia jest opisana operato-
rem anihilacji az. Modelowanie niedoskonalego detektora o efektywnosci n
wykonuje si¢ za pomoca takiego doboru wspotezynnikéw t i r, ze

[t]> =7, r>=1-n. (4.15)

Réwnania (4.2) oraz (4.9) pozwalaja na szybkie ustalenie postaci operatorow
anihilacji promieni wychodzacych z ptytki s§wiattodzielacej

ap = /nay +iy/1—nap,
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az = /1 —mnay+/nap. (4.16)

/majac ap i az, tatwe jest wyznaczenie operatoréw emisji. Pierwszy z nich,
oznaczony symbolem Cp zwigzany jest z emisja fotonu z uktadu, ktoéra zo-
stata zarejestrowana przez detektor. Drugi z nich, Cy zwigzany z ucieczka
fotonu z uktadu, nie zarejestrowang przez detektor. Posta¢ tych operatorow
emisji dana jest wyrazeniami

Cp = /nCuy+iy\/2k(1 —n)ap,
Cy = i1 —nCy+/2knap, (4.17)

gdzie Cy = V2kay. Jak wspomniano wezeéniej, zalozenie stanu prézni na
drugim wejsciu ptytki swiattodzielacej prowadzi do uproszczenia rachunkow.
Zostanie to zatozenie teraz wykorzystane. Poniewaz drugi mod wejsciowy za-
wsze znajduje sie w stanie prozni, to stan catego uktadu jest dany iloczynem
stanu badanego ukltadu [¢) i stanu |0)p. Zatem wynik dzialania operatoréw
emisji na dowolny stan jest nastepujacy

Cpl) ®@10)p = (VnCuly)) ®@[0)p,
Czlv) @|0)p = (iy/1=nCyl)) @[0)p. (4.18)

Poniewaz drugi mod wejéciowy zawsze znajduje sie w stanie prozni, to |0)p
mozna pomingé i zapisaé

C(D = \/ﬁCU7

CZ = i\/l—nOU. (419)

Jak wida¢, nieefektywnos$é¢ detektora prowadzi do koniecznosci zastapienia
jednego operatora emisji z uktadu Cyy dwoma operatorami Cp i Cz. Brak
petnej wiedzy o oddziatywaniu uktadu z otoczeniem powoduje, ze uktad znaj-
duje sie, po ewolucji sledzonej przez niedoskonaty detektor, w stanie miesza-
nym. Nie jest to jednak problemem, gdy stosuje sie trajektorie kwantowe.
Wartosci $rednie otrzymane z wielu trajektorii kwantowych beda odpowiadaé
warto$ciom usrednionym z wielu eksperymentéw.

Jest rzecza oczywista, ze rOwniez proces teleportacji bedzie ulega¢ wpty-
wowi skonczonej efektywnosci detektorow. Dlatego nalezy wyprowadzi¢ od-
powiednie operatory emisji dla uktadu teleportujacego stany atomowe z ry-
sunku 2.13. Mozna to zrobi¢ bez trudu, korzystajac z réwnan (4.19), (4.11)
i (4.12). Operatory emisji wykrytych przez detektory Dy i D_ sa odpowied-
nio rowne

01 = \/I{_T](CLA + iaB) s
Cy = rnlas —iag). (4.20)
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Zas operatory emisji nie zarejestrowanych przez zaden z detektoréw sg dane
wyrazeniami

Cs = y/k(l—=n)(aa+iap),
Cy = r(l—=n)(as —iap). (4.21)
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Rozdziat 5

Atomy we wnece rezonansowej

W celu przeanalizowania zmiany stanu uktadu, ktéra nastepuje podczas wy-
krycia emisji, niezbedne bylto rozwazenie dziatania czesci aparatury, ztozonej
z plytki poétprzepuszczalnej i dwoch detektoréw. Z kolei podczas ewolucji
bez emisji najistotniejszymi elementami urzadzenia sa uktady atom-wneka.
Ta ewolucja rzadzi niehermitowski hamiltonian efektywny H.g. Nie jest ko-
nieczne wyprowadzenie od razu hamiltonianu efektywnego dla obu wnek z
uwiezionymi atomami. Znacznie tatwiej jest wyprowadzi¢ hamiltonian efek-
tywny opisujacy ewolucje pojedynczego uktadu atom-wneka, a pézniej w ob-
liczeniach zastosowaé iloczyn Kroneckera (2.16). Warto natomiast uogélni¢
obliczenia do przypadku wielu atoméw uwiezionych w jednej optycznej wnece
rezonansowej, poniewaz pozwala to na rozbudowanie modelu zaproponowa-
nego przez Bosego i innych. Autor tej pracy doktorskiej dzieki wykonaniu
tego uogdlnienia otrzymal nowe wyniki, opisane w dwdch artykutach [86,87] i
przedstawione w dalszych rozdziatach tej pracy. Dlatego w tym rozdziale zo-
stanie wyprowadzona, a nastepnie uproszczona postaé¢ hamiltonianu efektyw-
nego dla uktadu, sktadajacego si¢ z N atomow uwigzionych w jednej wnece.
Bardzo istotne jest uzycie w tym modelu atoméw trojpoziomowych typu
A, gdyz majg one dwa podpoziomy stanu podstawowego, z ktérych atom nie
moze przejsé spontanicznie do zadnych innych pozioméw. Ponadto pomiedzy
oboma podpoziomami stanu podstawowego nie ma zadnego bezposredniego
przejscia. Dzigki temu kubit zakodowany w superpozycji tych dwoch pod-
pozioméw pozostanie nienaruszony przez bardzo dlugi czas. Czyni to atom
typu A idealnym kandydatem na kwantowa pamieé. Réwniez wykonywanie
operacji na tak zakodowanym kubicie nie jest zadnym problemem, poniewaz
istnieje przejscie pomiedzy tymi dwoma podpoziomami stanu podstawowego
poprzez stan wzbudzony. Co prawda, podczas takich operacji moze nastapi¢
emisja spontaniczna z gornego poziomu i zwigzana z nig utrata informa-
cji kwantowej, ale prawdopodobienstwo takiego zdarzenia mozna sprowadzi¢

83
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do zaniedbywalnie matych wielkosci, dobierajac czestosci pol wzbudzajacych
odpowiednie przejscia tak, aby byly odpowiednio odstrojone od rezonansu.

5.1 Hamiltonian tréjpoziomowego atomu typu A

Niech N atoméw tréjpoziomowych typu A bedzie ulokowanych we wnece re-
zonansowej wzdtuz jednej linii, kazdy w ustalonej pozycji. Niech tez beda do-
stepne dwa rézne lasery. Postuzg one do manipulacji stanem uktadu atomy-
wneka. Atomy muszg by¢ oddalone od siebie przynajmniej o jedng dtugosé
fali, tak aby mogty by¢ oswietlane laserami indywidualnie. Kierunki roz-
chodzenia sie obu promieni laserowych musza by¢ do siebie bardzo zblizone,
zeby umozliwi¢ transfer fotonéw z jednej wigzki do drugiej za posrednictwem
atomu. Dla uproszczenia pola emitowane przez oba lasery potraktowane
zostana klasycznie. W celu dalszego uproszczenia problemu zatozone zosta-
nie, ze wszystkie atomy we wnece rezonansowej dajg sie opisa¢ doktadnie
takim samym modelem, ktory przedstawiony jest na rysunku 5.1. Kazdy

ST I N

w, y )
1)

Rysunek 5.1: Schemat poziomoéw energetycznych jednego z wielu atoméw
trojpoziomowych typu A umieszczonych we wnece rezonansowej i oswietla-
nych laserami.

0)

z atoméw posiada trzy poziomy [0), [1) i |2) o energiach Ey, E; i Es, od-
powiednio. Dzieki indywidualnemu adresowaniu dwoma réznymi polami la-
serowymi mozliwe jest wzbudzanie dowolnego przejscia tylko w wybranym
atomie. Pierwszy z laseréw emituje pole o czestosci wy,, bedace spolaryzo-
wane kotowo lewoskretnie. Taka polaryzacja powoduje, ze pole pierwszego
lasera zostaje sprzezone wylacznie z przejéciem |1) « |2). Stata opisujaca
to sprzezenie, oznaczona zostanie przez 2. Poniewaz pozadane jest jak naj-
mniejsze obsadzenie poziomu wzbudzonego, czestos¢ wy, jest odstrojona od
rezonansu o wielkos¢ A = (Ey — Ey)/h — wy,. Drugie przejscie |0) < |2) jest
sprzezone z dwoma polami o polaryzacji kotowej prawoskretnej. Pierwsze z
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tych pél jest klasycznym polem o czestosci wi , emitowanym przez drugi laser.
Wzbudzanie przejscia |0) < |2) przez pole drugiego lasera opisane jest stala
sprzezenia . Drugim polem sprzezonym z tym przejsciem jest traktowany
kwantowo mod pola elektromagnetycznego o czestosci w,,, uwiezionego we
wnece rezonansowej. Stalta sprzezenia w tym przypadku opisana jest przez
g. W ogdlnosci, czestoéé pola drugiego lasera w] 1 czesto$¢ pola wneki wy,
moga przyjmowaé réozne wartosci, jednak wowczas nie jest mozliwe sprowa-
dzenie hamiltonianu efektywnego do postaci niezaleznej od czasu. Istnieje
co prawda mozliwos¢ prowadzenia obliczen numerycznych dla hamiltonianu
zaleznego od czasu, jak widaé¢ we wzorze (3.65), ale w obliczeniach analitycz-
nych zalezno$é ta jest powaznym utrudnieniem. Dlatego zatozone zostanie w
dalszej czesci wyprowadzenia, ze obie te czestosci sg sobie réwne. W zwigzku
z tym jest tylko jedno odstrojenie od rezonansu dla przejscia |0) < |2) ozna-
czone przez A'. Dla odpowiednio duzych warto$ci odstrojen A i A’ obsa-
dzenie poziomu wzbudzonego |2) jest zaniedbywalnie mate. Jednak nawet
wtedy moze nastapi¢ emisja spontaniczna z poziomu |2) do jednego z pod-
poziomdéw stanu podstawowego. Dlatego zjawisko emisji spontanicznej musi
zosta¢ uwzglednione w obliczeniach. W tym celu wprowadzono wspétczynnik
emisji spontanicznej Einsteina ~.

W tym miejscu nalezy wspomnie¢ o jeszcze kilku problemach, zwiaza-
nych z przyjeciem niektorych z zatozen. Otédz zatozono, ze wszystkie atomy
tak samo oddziatuja z polem wneki i ze w dodatku g jest wielkoScig stata.
W rzeczywistoséci g zalezy od potozenia atomu we wnece. Dlatego sporym
utrudnieniem sa ruchy termiczne uwiezionych atomoéow. Ten problem w eks-
perymentach jest pokonywany poprzez schtodzenie atoméw ponizej tempera-
tury wyznaczonej przez granice Lamba-Dickego. Wowczas amplituda oscy-
lacji atomowych w pultapce jest znacznie mniejsza od dlugosci fali modu
wneki rezonansowej. Guthéhrlein i inni [77] wykonali do$§wiadczenie, w kto-
rym zostaly uwiezione wewnatrz wneki az dwa tak schtodzone jony. Druga
istotna trudnos¢ wynika z ksztattu optycznych wnek rezonansowych cechu-
jacych sie bardzo duzymi dobrociami. W takich wnekach stata sprzezenia g
przyjmuje rézne wartosci w roznych potozeniach atoméw. Dlatego w rzeczy-
wistosci kazdy z atoméw ulokowanych we wnece wzdtuz jednej linii bedzie
mie¢ inng wartosé¢ g. Oczywiscie wyjatkiem jest przypadek tylko dwoch ato-
mow umieszczonych symetrycznie we wnece rezonansowej. Nie oznacza to
jednak, ze przyjecie okreslonej liczby identycznych atoméw wickszej niz dwa
prowadzi do wynikéw, nie majacych zadnego sensu. Dzieki temu przybli-
zeniu, uzywajac stosunkowo prostych formut, mozna sprawdzi¢ wykonalnosé
roznych algorytmow lub protokotéw, operujacych na wiekszej liczbie atomow,
a nastepnie uogolni¢ obliczenia do przypadku réznych g.

Dla takiego modelu hamiltonian jest ztozony z czedci atomowej H 4, czesci
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polowej Hp oraz czesci oddzialywania pomiedzy atomami i modem wneki
rezonansowej H 4p, a wiec ma nastepujaca postac

H = His+Hp+ Hup. (5.1)
Poszczegolne hamiltoniany daje sie przedstawi¢ w bardziej zwartej formie,
gdy zdefiniuje sie operator atomowy aff) = ||, gdzie i,7 = 0,1,2,

a k wskazuje na odpowiedni atom. Ponadto przyjeto w dalszych oblicze-
niach pewne uproszczenie zapisu. Wystepujaca w kazdym wyrazie hamil-
tonianu stala h i tak sie upraszcza po podstawieniu do operatora ewolu-
cji exp(—(i/h)Ht). To uproszczenie symbolicznie przedstawia przypisanie
h = 1. Korzystajac z tej konwencji, hamiltoniany mozna zapisa¢ nastepuja-
cymi wyrazeniami

Hp = wyd'a (5.2)

Hy = > (Footy + Eroly + Faoly) (5.3)
k

Hip = Y (Qofe ™t 4 gaoll) + Qole it 1 He),  (54)
k

gdzie a oznacza operator anihilacji modu pola wneki rezonansowej. Jak wi-
da¢ hamiltonian ten jest zalezny od czasu, co utrudnia obliczenia analityczne.
Bytoby zatem bardzo pozadane sprowadzenie hamiltonianu do postaci nieza-
leznej od czasu. Pierwszym krokiem do osiggniecia tego celu jest modyfikacja
czesci atomowej, polegajaca na przesunieciu zera na skali energii

H\, = Hy—BEl=Y (Ey— E)os +3 (Eo— Eoly) . (5.5)
k k

Korzystajac ze schematu pozioméw energetycznych 5.1, tatwo przeksztatcié

réwnanie (5.5) do postaci

HYy = (o +A)asy) + 3 (wr —ww — Aoy (5.6)
k k

gdzie wprowadzone zostalo oznaczenie A, = A’ — A. Jest rzeczg oczywista,
ze powyzej przeprowadzona operacja tak samo zmieni zarowno hermitowski
hamiltonian jak i niehermitowski hamiltonian efektywny. Jednak nastepna
operacja jest nieco bardziej skomplikowana i dlatego warto jg wykonaé¢ juz
na H.g, rzadzacym ewolucja warunkowa pod nieobecnos$¢ emisji. Do wyzna-
czenia postaci hamiltonianu efektywnego niezbedna jest znajomosé postaci
hermitowskiego hamiltonianu i wszystkich operatorow emisji. Jako pierw-
szy przedstawiony zostanie operator opisujacy emisje fotonu z pola wneki do
otoczenia. Jest on dany wyrazeniem

C1 = V2ka. (5.7)
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Zaktada sie, ze kazdy z atomdéw oddziatuje bezposrednio z otoczeniem. Kazdy
atom znajdujacy sie na poziomie wzbudzonym moze spontanicznie przejéé¢ do
jednego z dwdch podpozioméw stanu podstawowego. Stad z kazdym atomow
zwigzane s az dwa operatory emisji

Ciy1 = ﬁa(()g),
Chy2 = VAol - (5.8)

Teraz postac¢ niehermitowskiego hamiltonianu efektywnego tatwo mozna otrzy-
mad, stosujac wzor (3.49), co prowadzi do wyrazenia

Hy = H)+ Hp+ Hap —inala—iy > ol (5.9)
k

Kontynuujac procedure wyeliminowania zaleznosci czasowej, trzeba rozdzieli¢
hamiltonian efektywny na dwie czesci

Hy = Hr+ Hy, (5.10)

ktére pozwola na przejécie do obrazu oddziatywania [88], w ktérym ta zalez-
nos¢ znika. Podzial ten wykonany zostanie w nastepujacy sposob:

Hy = wWaTa + Z CULUg;) + Z(WL - wW)U(()IS) )
k k

H;y = Hap+ Z(Aaég) - Ara(()lé)) —ika'a — iy o) (5.11)
k k
W obrazie oddziatywania ewolucje opisuje hamiltonian efektywny, ktory otrzy-
ma¢ mozna, dzialajac operatorem transformacji U = exp(—iHot) na H; we-
dtug wzoru

w = UTTHU. (5.12)

Rezultatem powyzszej transformacji jest niehermitowski hamiltonian efek-
tywny w obrazie oddziatywania

le = Z(A — i'y)aég) — Z Aro(()]é) —ika'a
i %

+ Z(Qagf) +go¥a+ ol 4+ He). (5.13)
s

Jak wida¢, w powyzszym hamiltonianie efektywnym nie ma juz zadnej za-
leznosci od czasu, a wiec cel powyzszych zabiegdw zostal osiggniety. Odtad
stosowany bedzie wytacznie hamiltonian efektywny w obrazie oddziatywania
i dlatego bez ryzyka doprowadzenia do nieporozumienia bedzie od tej pory
pominiety znak prim.
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5.2 Adiabatyczna eliminacja poziomu wzbu-
dzonego

Do obliczen numerycznych, z wykorzystaniem trajektorii kwantowych, ha-
miltonian efektywny (5.13) jest idealny. Brak zaleznosci czasowej oznacza,
ze nie trzeba stosowaé przyblizenia (3.65), co znaczaco ulatwia zadanie wy-
boru wielkosci At. Jednak prowadzenie analitycznych rachunkéw nadal jest
niezwykle skomplikowane. Konieczne jest wiec dalsze uproszczenie zagadnie-
nia. Takiej mozliwosci dostarcza przyjecie duzych odstrojen od rezonansu.
Zwiazane 7z tym bardzo male obsadzenie stanu wzbudzonego |2) oznacza, ze
nie popelni si¢ wielkiego bledu, jesli wyeliminuje sie ten stan z rachunkéw.
W ten sposéb stan uktadu mozna opisa¢ wektorem z przestrzeni Hilberta
o mniejszym wymiarze. Matematycznie stan wzbudzony eliminuje si¢ z ra-
chunkéw, stosujac technike adiabatycznej eliminacji [67,89-93]. Jest to naj-
starsza i najczesciej stosowana technika, ale nie jedyna. Moorad Alexanian i
Subir Bose [94] udowodnili, ze stan wzbudzony daje sie usunaé¢ réwniez prze-
ksztalceniem przez podobienstwo hamiltonianu. W tej pracy przedstawione
sg obie metody, cho¢ bardziej szczegdtowo opisana jest metoda adiabatycznej
eliminacji.

Procedure zaczyna sie od napisania rownania ,master” dla danego uktadu
otwartego. Réwnanie ,master” dane wzorem (3.30) mozna bez trudu prze-
prowadzi¢ do postaci

) 1

po= —(Hep—pHlg) + 3 CipCl. (5.14)
umozliwiajacej wykorzystanie znajomosci hamiltonianu efektywnego oraz kom-
pletu operatorow Lindblada. W dalszej czesci ponownie przyjete zostanie, ze
h = 1. Woéwczas po podstawieniu operatoréw emisji (5.7) i (5.8) réwnanie
,master” przyjmuje postac

. . k k k k
po= —i(Heap— pHly) + Y (v015 poly + 08 poly)) + 2kapa .
k

(5.15)

Z obrazu rownania ,master” trzeba teraz przejs¢ do obrazu Heisenberga, w
ktorym to nie macierz gestosci, ale operatory zalezg od czasu. Przejscie to
tatwo wykonaé, wykorzystujac nastepujace zwigzki

(A) = tr(Ap) = tr(Ap), (5.16)

gdzie A jest dowolnym operatorem. Pierwszy z tych zwigzkéw, to znaczy

(A = tr(Ap), (5.17)
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oraz réwnanie ,master” (5.15) pozwala na napisanie réwnania na warto$¢
oczekiwang operatora A

(A) = —itr(AH.gp) + itr(Ap T6) + 2ktr(Aapal)
+ Z'ytr Aoty /3‘721 + Z’ytr AUOQ ,0‘720)) (5.18)

W réwnaniu (5.18) wykorzystano fakt, ze §lad sumy jest réwny sumie $ladéw.
Natomiast whasnosé cyklicznosci sladu pozwala przeksztatcié (5.18) do

(A) = —itr(AHugp) + itr(H!zAp) + 2/<;tr( T Aap)
+ > ytr( 021)A012 p) + thr 020 A002 p) - (5.19)
k

Ostatecznie, poréwnanie (5.19) z drugim réwnaniem na wartosé¢ oczekiwana A
(A) = tr(Ap), (5.20)
prowadzi do rownania na pochodng po czasie operatora A
A = i(HlgA — AHu) + 2ka’ Aa + 27 o 4e® 4 020)A002 ).
(5.21)

Poziom wzbudzony |2) mozna wyeliminowa¢ tylko wtedy, gdy jego obsadzenie

bedzie bardzo male podczas catej ewolucji. Populacja stanu wzbudzonego k-
tego atomu jest opisywana przez operator aég). Zatem, aby ta populacja

dla kazdego atomu byta utrzymana na niezmiennie matym poziomie przez

caly czas, konieczne jest zerowanie si¢ pochodnej po czasie z operatora 0§2)

dla wszystkich k. Wspomniang pochodng tatwo otrzymuje sie¢, zapisujac

réwnanie (5.21) z hamiltonianem efektywnym (5.13) dla A = o)

dé’;) = —270 2 — 2902 + 29*012 zgaé Ja + ig*a

—iQVos) + i ol (5.22)

*T()

Przyréwnanie otrzymanej pochodnej do zera prowadzi do wyrazenia opera-
k .
tora aéz) przez inne operatory

2ol = —iQol) —igol¥a — ol + Hee. (5.23)

Jak wida¢, niestety, ta jedna operacja nie wystarcza do wyeliminowania po-
ziomu wzbudzonego, poniewaz po prawej stronie pojawiaja sie operatory
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zwiazane z tym poziomem. Poza tym te same operatory pojawiaja si¢ row-
niez w hamiltonianie efektywnym, skad powinny by¢ usuniete. Dlatego na-
lezy teraz takze i te operatory wyrazi¢ za pomoca pozostalych operatorow.
W tym celu przyjmuje sie zalozenie, ze nie tylko populacja poziomu wzbu-
dzonego nie zmienia sie w czasie, ale i kazdy z proceséw prowadzacych do
zmiany tej populacji pozostaje staty. Matematycznie oznacza to zerowanie

sie pochodnych nastepujacych operatoréw &%) =0, &5’? =0, &5’5) = 0 oraz

dég) = 0. Wéwezas wykorzystanie (5.21) prowadzi do wyrazenia operatoréw

zwigzanych z poziomem wzbudzonym przez

o) = gl o) - a0ty - ol

A = (o)

A = o) - o)+ o) - o) - ol
ol = (o). (5.24)

Teraz mozna przeprowadzi¢ kolejny krok w wyeliminowaniu poziomu wzbu-
dzonego, to znaczy podstawié¢ (5.24) do (5.23). Niestety, aby otrzymaé pro-
ste wyniki, konieczne jest zrezygnowanie z dotychczasowej ogolnosci modelu.
Jednym z mozliwych szczegélnych przypadkéw, jaki upraszeza wyniki jest
model z identycznymi warto$ciami obu odstrojen. Przyjecie A = A’ pozwala

k .
UéQ) wyraziC przez

k QQ/* k QY k gsr k
OéQ)(l + Oé) = (maaéo) + AQ——|—’}/20§0) + md@'io) + HC)
S O SN ] O S S B | U4
A2 _'_72‘711 ma adgy + A2 _|_72011 ) (5.25)
gdzie symbolowi « zostato przypisane wyrazenie
‘Q‘Q ’9’2 ; ’Q/P gQ’*
o A2+72+A2+72a a+A2+72 (A2+72a+H.c.).(5.26)

W powyzszym wyrazeniu pojawiaja sie czynniki nasycenia poziomu wzbudzo-
nego wywotanego oddziatywaniem atomu z réznymi polami. Aby ostatecznie
moc wyeliminowac z obliczen poziom wzbudzony, trzeba zatozyé¢, ze kazdy z
tych czynnikéw jest duzo mniejszy od jednosci i ze w zwigzku z tym o < 1.
Przy takim zalozeniu o moze by¢ zaniedbana w réwnaniu (5.25). Wtedy
roéwniez mozna zaniedba¢ operator oég) w rownaniach (5.24). Po wykonaniu
tego przyblizenia, ostatecznie mozna si¢ pozby¢ operatoréw zwiazanych z po-
ziomem |2) z hamiltonianu efektywnego (5.13) poprzez podstawienie (5.24)
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oraz (5.25). Hamiltonian efektywny po adiabatycznej eliminacji przyjmuje
postac

Hg = =Y (A+iy)(s104) + s:alacly) + s300)) —ina'a
k

> (A+ iv)(swaég) + 350%) + smaﬁg) +Hec), (5.27)
k

gdzie poszczegdlne parametry nasyceniowe zostaly oznaczone przez
s1=|QP/(A% +9°) s =gl /(A% +77)
s3= [UP/(A%+9%) s =gQ" /(A +97)
s5 = WV /(AT+7%) s =g/ (A% + 7). (5.28)

Zupelnie inaczej wyglada procedura zaproponowana przez Alexaniana i
Bosego [94]. Jak wspomniano wczesniej, w tej metodzie wykonuje sie prze-
ksztatcenie przez podobienstwo hamiltonianu efektywnego. Operator stuzacy
do tego przeksztalcenia ma nastepujaca postac

k k k k k k
S = Sa(o-él) - ‘752)) + 36<a‘7§0) - aTO-((]Q)) + 37(050) - Ut()z)) . (529)

Kazdy z wyrazow w wyrazeniu (5.29) jest zwiazany z jednym rodzajem wzbu-
dzania poziomu |2), a wspétezynniki s, s31 s, sg odpowiednimi parametrami
nasyceniowymi. Jesli obsadzenie poziomu wzbudzonego bedzie bardzo mate
igdy sa, 83, sy < 1, to poziom wzbudzony mozna wyeliminowac, wykonujac
przeksztalcenie przez podobienstwo w przyblizeniu liniowym

le = Hge ™ ~ Heg + [S, Heg] . (5.30)

Roéwniez 1 w tej metodzie konieczne jest przyjecie szczegdlnego przypadku,
aby uprosci¢ rachunki i otrzymac¢ prostg posta¢ hamiltonianu efektywnego.
Tym razem wygodne jest przyjecie modelu, w ktérym spetnione sg warunki
A>v1A" > ~iwzwiagzku z tym mozna zaniedba¢ wspotczynnik emisji
spontanicznej . Konieczne jest takze zalozenie, ze 2, €2 i g sa liczbami
rzeczywistymi. Wykonanie takiej transformacji przy zalozeniach: s, = Q/A,
sg = g/A 1is, = /A prowadzi do hamiltonianu efektywnego danego
wzorem

Hg = =) Aol —ikata
k

— Z(élaﬁ) + 520(()]8) + 53aTaaé’8))
k

— 2(540%) + (55a(7§]8) + 56aa(()]8) +H.c.), (5.31)
k

gdzie 6, = Q2/A, 6, = Q? /A, 63 = g*/A, 64 = QU (AT + A1 /2, 65 =
gUAT + AT /21 6 = g /A
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Rozdzial 6

Manipulowanie stanem uktadu

W poprzednim rozdziale wyprowadzony zostal niehermitowski hamiltonian
efektywny rzadzacy ewolucja pod nieobecnos¢ emisji spontanicznych. Zasto-
sowanie eliminacji adiabatycznej poziomu wzbudzonego znacznie uproscito
problem i tym samym umozliwito analityczne rozwigzanie nieunitarnego réw-
nania Schrodingera dla pewnych szczegdlnych przypadkéw. W tym rozdziale
wykorzystane zostang wyprowadzone wczesniej postaci hamiltonianu efek-
tywnego (5.27) oraz (5.31) do wyznaczenia ewolucji stanu uktadu. Jest rzecza
oczywista, ze ewolucja stanu uktadu bedzie zaleze¢ od wartosci przyjetych
parametrow. Stwarza to mozliwos¢ manipulowania stanem uktadu, poniewaz
niektore parametry, takie jak na przyktad natezenie pola laserowego, mozna
zmienia¢ w trakcie eksperymentu. Wyznaczenie rozwiazan nieunitarnego
rownania Schrodingera dla réznych parametrow umozliwia okreslenie pod-
stawowych operacji, jakie moga by¢ wykonane na uktadzie. Te podstawowe
operacje sg bardzo wazne, gdyz z nich budowa¢ mozna bardziej skompliko-
wane operacje, takie jak bramki kwantowe. Aby maksymalnie utatwi¢ proces
konstruowania réznych algorytmow i protokotow, oraz by uprosci¢ otrzymy-
wane wyrazenia, autor tej pracy wprowadzil pewng forme zapisu dziatania
poszczegdlnych operacji. Formalizm ten zostat przedstawiony i wykorzystany
w artykule [86].

6.1 Ewolucja stanu pojedynczego atomu we
whnece

Jako pierwsze zostang przedstawione operacje, jakie mozna wykona¢ manipu-
lujac polem laserowym na stanie uktadu, opisanego najprostszym mozliwym
modelem. A zatem niech we wnece bedzie uwieziony tylko jeden atom typu
A, a laser o polaryzacji kotowej prawoskretnej bedzie wytaczony (' = 0).

93
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Czestosé pola drugiego lasera zostanie tak dobrana, ze oba odstrojenia od re-
zonansu beda sobie réwne (A = A’), a jego natezenie bedzie takie, ze réwne
beda state sprzezen pola lasera i pola wneki z odpowiednimi przej$ciami
(Q = g). Ponadto zalozone zostanie, ze g i  sa liczbami rzeczywistymi oraz
przyjety zostanie warunek A > v, pozwalajacy zaniedba¢ v w hamiltonianie
efektywnym. Przy takich zatozeniach obie postaci hamiltonianu efektyw-
nego po adiabatycznej eliminacji (5.27) i (5.31) przechodza natychmiast do
nastepujacej postaci

Hpg = —601, —dalaoy — (bacy + H.c.) —ika'a, (6.1)

gdzie § = ¢g*/A. Jak wida¢, hamiltonian efektywny (6.1) jest bardzo prosty,
dzieki czemu mozna wyznaczy¢ ewolucje dla dowolnego stanu poczatkowego
uktadu. W celu skrécenia wzoréw uzyty zostanie zapis stanu, w ktorym w
nawiasie ,ket” pierwsza od lewej cyfra oznacza obsadzony poziom atomowy,
zas druga cyfra oznacza liczbe fotondéw uwiezionych we wnece rezonansowe;j.
Zatem jesli we wnece znajdowac sie bedzie n fotonéw, a atom bedzie przy-
gotowany w stanie |1), to zapis skrotowy bedzie nastepujacy:

‘17’L> = |1>at0m & ’n>pole . (62)

Na poczatek warto wzia¢ pod uwage najbardziej prawdopodobne stany po-
czatkowe, gdy wneka rezonansowa znajduje si¢ w stanie prézni, a atom w
jednym z dwoch podpozioméw stanu podstawowego. Niech atom bedzie na
poczatku przygotowany w stanie |1). Woéwcezas ewolucja stanu ukladu jest
dana réwnaniem

e_iHeﬁt|10> it [(COS (Q;t> i Qisin (Q;t>)|10>
Ot

+ z;—i sin ( ; Jon|, (6.3)

gdzie Q, = V402 — k? jest czestoscig Rabiego. Latwo zauwazy¢, ze gdy laser
jest wlaczony to uklad ze stanu |10) przejdzie po pewnym czasie do stanu
|01). Stanie sie tak w czasie t; spelniajacym warunek

Cos (Q;t1> - Qim sin (Q;tl> =0. (6.4)

Stad wyznaczy¢ mozna t; = 2/Q,[m — arctg(Q,/k)]. Mozna tez dowiesé, ze
gdy speniony jest warunek (6.4), to spelnione jest ponizsze réwnanie

20 (Q”t1)=1. (6.5)

— sin
2

o
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Réwnanie (6.5) jest bardzo wazne, poniewaz pozwala na znaczace uproszcze-
nie wzorow wzgledem wzoréw wystepujacych w oryginalnej pracy Bosego i
innych [19]. Dowdd zaczyna sie od zalozenia prawdziwosci réwnania (6.5),
by nastepnie przeksztalcié¢ je do réwnania (6.4). W pierwszym kroku prze-
ksztalcania réwnanie (6.5) podnosi sie obustronnie do kwadratu, otrzymujac

452
462 — K2

sin? (1) < 1. (6.6)

Nastepnie dodaje si¢ i odejmuje takie wyrazenie po lewej stronie réwnania,
by w jednym z wyrazéw pozostal sam kwadrat sinusa

452—1{2 . 92 Qntl l€2 . 92 Qntl
452_K281n( 5 )+452_K231n( 5 ):1. (6.7)

Wykorzystanie wzoru jedynkowego pozwala wéwcezas na przeksztatcenie (6.7)
do postaci

ot (1) = s (%81 ©5)

Dla fazy Q,t1/2 nalezacej do drugiej é¢wiartki, co wynika z wyrazenia na czas
t1, rownanie (6.8) upraszcza si¢ do réwnania

Qiﬁ sin (Q;tl) = —cos (Q;tl) : (6.9)

dowodzacego spelnienia warunku (6.4). Czytelnikowi przyzwyczajonemu do
zwyktych funkcji falowych przedstawiony wczesniej dowdéd moze wydawad
sie niepotrzebny. W normalnej funkcji falowej znacznie tatwiej bytoby w ta-
kim samym przypadku wykorzysta¢ fakt unormowania funkcji falowej. Jed-
nak (6.3) jest warunkowsg funkcja falowa pochodzaca z nieunitarnego réwna-
nia Schrodingera, ktéra nie jest unormowana.

Ostatecznie, operacje wykonywana na stanie uktadu przez wtaczenie la-
sera na czas t; mozna przedstawi¢ w bardzo prostej postaci. Wstawienie
warunku (6.4) oraz wynikajacego z niego réwnania (6.5) do réwnania ewolu-
cji (6.3) pozwala na zapis tej operacji w formie

110) — iee"01). (6.10)

Patrzac na (6.3) wida¢, ze mozliwa jest tez operacja odwrotna, poniewaz
po pewnym czasie uktad wraca z powrotem do stanu poczatkowego. Roz-
wiazanie nieunitarnego réwnania Schrodingera dla poczatkowego stanu |01)
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prowadzi do rownania

eittetfor) = e [(cos (2) — Zsin (220 o1y

2/ Q, 2
+ zé—i sin (Q;t)uoﬂ : (6.11)

ktore potwierdza istnienie takiej operacji. Jednak czas po ktérym nastapi
przejscie do stanu |10) bedzie sie réznié¢ od t1, poniewaz tym razem musi by¢
speliony inny warunek

Cos (Qth) — = sin (Q”tQ) =0. (6.12)

Po przeksztalceniu warunku (6.12) otrzymuje sie to = 2/, arctg(Q,/x). Na-
tomiast wykorzystujac ten sam warunek i zauwazajac, ze tym razem faza
O, ta/2 nalezy do pierwszej ¢wiartki, wzor (6.11) daje sie mocno uproscié¢ i
przedstawi¢ w nastepujacej formie

01) — e F|10) . (6.13)

Drugim naturalnym stanem poczatkowym jest stan |00). Okazuje sie
jednak, ze taki stan nie zmienia sie w czasie. Hamiltonian efektywny (6.1),
rzadzacy ewolucja, nie ma takiego wyrazu, ktory dzialalby na stan |00).
Zatem ewolucja tego stanu dana jest réwnaniem

e~ #et|00) = ]00). (6.14)

Weszystkie przedstawione wczedniej operacje maja niezwykle wazne zastoso-
wanie. Otéz z wlasnosci operacji (6.10), (6.13) i (6.14) wynika mozliwosé
sprzepisywania” kubitu ze stanu atomu na stan pola. Jesli bowiem informa-
cja kwantowa bedzie zapisana w amplitudach podpozioméw stanu podsta-
wowego atomu (a|0)atom + 5]1)atom), & wneka bedzie sie znajdowaé w stanie
prozni |0)pole, to wWhaczenie lasera na czas t; spowoduje nastepujaca zmiane
stanu

e e (al00) + B10)) = al00) +ice T pl0L).  (6.15)

A zatem po wykonaniu takiej operacji atom bedzie w stanie |0)atom, nato-
miast amplitudy « i § sa zakodowane w stanie pola wneki. Czynnik fazowy
nie jest problemem, poniewaz jest mozliwe jego usuniecie. Jednak czyn-
nik ttumiacy exp(—£t;/2) jest istotnym problemem. Kolejna trudnoscia jest
mozliwos¢ wystapienia emisji. Kazda z opisanych operacji zakonczona bedzie
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sukcesem tylko i wytacznie w przypadku ewolucji bez emisji. Na szczescie oba
problemy maja jedno rozwigzanie — nalozenie na parametry dodatkowego
warunku 0 > k. Wtedy rowniez i czestos¢ Rabiego €, bedzie duzo wieksza
od k, a wowczas czasy trwania réznych operacji bedg znacznie mniejsze od
sredniego czasu wystgpienia ucieczki fotonu z wneki rezonansowej. A zatem
prawdopodobienstwo zakl6cenia operacji przez emisje fotonu bedzie bardzo
mate. Roéwniez czynnik tlumigcy przestaje by¢ problemem, gdy speliony
jest warunek 0 > k. Zeby sie o tym przekonaé, wystarczy zauwazy¢, ze dla
tego warunku arctg(2,/k) ~ /2, a nastepnie zastosowaé to przyblizenie do
wyznaczenia czasOw operacji

(6.16)

Po podstawieniu przyblizonego wyrazenia, okreslajacego czas operacji oka-
zuje sie, ze czynnik thumiacy bedzie mie¢ zaniedbywalnie maty wptyw na
otrzymany stan, bo exp(—+xt;/2) &~ 1. Poza tym, stosujac przyblizenie (6.16),
mozna tez skréci¢ formuty na operacje (6.10) i (6.13), poniewaz czynniki fa-
zowe upraszczaja sie wowczas do

o1 oy pidte o oiE (6.17)

Jednakze, dla zachowania ogolnosci obliczen, w dalszej czesci tej pracy sto-
sowane beda wzory (6.10) i (6.13) z doktadnymi wartosciami czaséw t; i to.

Mozna wykonaé znacznie wiecej operacji niz trzy przedstawione, wyko-
rzystujac ewolucje uktadu przy wlaczonym laserze. Rownania (6.3), (6.11)
i (6.14) umozliwiaja na przyktad wykonanie bramki kwantowej Z. Jednak
przedstawione bedg dla tego modelu jeszcze tylko dwie operacje. Sa to bar-
dzo wazne operacje, gdyz prowadza do wytworzenia maksymalnie splatanego
stanu atomu i pola. Gdy stanem poczatkowym uktadu jest stan [10), to do
maksymalnego splatania doprowadzi wtaczenie lasera na czas t3, speliajacy
warunek

Beloy i () = 2 (Pl

1
Q. Q. (6.18)

COS (

Po prostych przeksztatceniach otrzymuje sie wyrazenie na czas operacji spla-
tania t3 = 2/Qarctg(§2,;/(20—k)). Przyblizona warto$¢ czasu t3 mozna tatwo
otrzymaé, wykorzystujac ponownie warunek 6 > k. Przyblizenie t3 ~ 7/(49)
pozwala ustali¢, ze obie strony réwnania (6.18) sa bliskie 1/v/2. Przyjecie tej
wartosci uproscitoby wzory, ale kosztem doktadnosci. Dlatego na razie pozo-
stawione zostana bardziej ogdlne wyrazenia, a ewentualne przyblizenia beda
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czynione do oszacowania wartosci koncowych takich wielkosci, jak prawdopo-
dobienistwo sukcesu lub wiernos¢. W zwiagzku z tym operacja platania stanu
atomu i pola z réwnania (6.3) zostanie uproszczona jedynie do wyrazenia

110) — e 3 0(13)(]10) +4[01)) (6.19)
gdzie
20 . Ot

Druga operacja wytwarza stan splatany atomu i pola ze stanu poczatkowego
|01). Z réwnania ewolucji (6.11) widaé, ze operacja ta daje sie przedstawié
nastepujaco

01) — ePte="20(1,)(|01) + i[10)), (6.21)

gdzie t, = 2/Qarctg(§:/(20 + k)) jest czasem, na ktéry laser musi zostaé
wlaczony.

Drugim typem ewolucji uktadu jest ewolucja z wylaczonym laserem. W
tym przypadku hamiltonian efektywny przyjmuje jeszcze prostsza postac,
poniewaz wylaczony laser oznacza, ze nalezy przyja¢ 2 = 0 1 w zwiazku z
tym pozostaja tylko dwa niezerowe wyrazy

Hyg = —datacy —ird'a. (6.22)

Oba wyrazy odpowiadajg elementom diagonalnym w reprezentacji macierzo-
wej hamiltonianu efektywnego i dlatego wyznaczenie ewolucji stanu uktadu
dla przypadku wylaczonego lasera jest zadaniem trywialnym. Jak widac¢, w
kazdym z wyrazéw znajduje sie operator liczby fotonéw a'a. Zatem jesli
wneka znajdzie sie w stanie prézni, to stan ukltadu nie bedzie si¢ zmieniaé.
Stad ewolucje takich stanéw mozna zapisa¢ nastepujaco

e~ et |00y = 100), (6.23)
e Hent|10) = |10). (6.24)
Wyznaczenie ewolucji dla stanu [01), w ktérym uwieziony jest we wnece
rezonansowej jeden foton, jest rownie proste i sprowadza si¢ do wykonania

funkcji eksponens z odpowiedniego elementu diagonalnego przemnozonego
przez czynnik —it, w wyniku czego otrzymuje si¢

e MHet|01) = Pt |01). (6.25)
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Symbol Operacja Ze wzoru
O, 00) — ]00) 6.14
Os 110) — ieite="7|01) 6.10
O4 101) — detdt2e="7|10) 6.13
O, | [10) — e®e="50(¢)(|10) +14[01)) |  6.19
Os | [01) — ePte="5"0(¢,)(|01) +4[10)) |  6.21

Tablica 6.1: Podstawowe operacje wykonywane przy wtaczonym laserze.

Postaci przedstawionych w tym podrozdziale operacji zostaly na tyle
uproszczone przez autora tej rozprawy, ze mozna zestawi¢ je w tabelce. Nato-
miast fakt ich niewielkiej ilosci sktania do nadania im symboli, ktére utatwia
postugiwanie sie tymi operacjami przy opisywaniu protokotu teleportacyj-
nego. W tabeli 6.1 przedstawione zostaly operacje, ktére mozna wykonac,
wykorzystujac ewolucje uktadu z wlaczonym laserem. Natomiast w tabeli 6.2

Symbol Operacja Ze wzoru
Osg |00) — |00) 6.23
O, 110) — |10) 6.24
Osg |01) — e®te="|01) 6.25

Tablica 6.2: Operacje transformujgce stany wykonywane przez wylaczenie
lasera.

umieszczone sg podstawowe operacje wykonywane, gdy laser zostanie wyta-
czony. Chociaz operacji podsumowanych w obu tabelkach jest niewiele, to
uproszczenie obliczen wykonanych przez Bosego i innych nie jest ich jedynym
zastosowaniem. Autor tej rozprawy z powodzeniem wykorzystal ten skromny
zestaw operacji do zaprojektowania protokotu placzacego stany dwédch odle-
gltych atoméw z prawdopodobienistwem sukcesu bliskim jednosei [87].

6.2 Ewolucja stanu wielu atoméw we wnece

Drugi model, dla ktorego mozliwe jest uzyskanie prostych postaci wzorow
na operacje wykonywane na stanach uktadu, zaktada uwiezienie N ato-
mow wewnatrz optycznej wneki rezonansowej. Uwiezienie wielu atoméw we-
wnatrz wneki rezonansowej nie jest zadaniem tatwym, ale wickszoS$¢ nietry-
wialnych algorytméw kwantowych operuje na rejestrach kwantowych ztozo-
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nych z wielu kubitéw. Dlatego autor tej rozprawy opracowal formalizm, uta-
twiajacy projektowanie algorytméw kwantowych wykonywanych przez uktad
atoméw uwiezionych we wnece rezonansowej. Podstawg tego formalizmu sg
operacje kwantowe, dajace si¢ wykonaé¢ na stanach bazowych uktadu wielu
atomow i wneki rezonansowej. Liniowos¢ mechaniki kwantowej pozwala wy-
korzysta¢ te operacje rowniez na superpozycjach stanéw bazowych. Juz za-
stosowanie takiego formalizmu w przypadku pojedynczego atomu nie tylko
uproscito obliczenia dla protokotu teleportacyjnego, ale i pozwolito na zapro-
ponowanie nowego protokotu platania odlegtych atoméw. Jednak dopiero
zastosowanie operacji na wielu atomach daje bardzo duze mozliwosci. For-
malizm dla uktadu wielu atomoéw we wnece zostal zaprezentowany w publi-
kacji [86].

Przyjecie uktadu N atoméw i wneki wymusza wprowadzenie ogolniej-
szego zapisu stanéow bazowych. Tak jak poprzednio, ostatnia cyfra po pra-
wej stronie w nawiasie ,ket” oznacza¢ bedzie liczbe fotondéw uwiezionych
pomiedzy lustrami optycznej wneki rezonansowej. Jednak po lewej stronie
pojawi sie w tym nawiasie wiele cyfr, ktére oznacza¢ beda stany kolejnych
atoméw. Jak wspomniano w poprzednim rozdziale, wszystkie atomy sa ulo-
kowane w ustalonych pozycjach wzdtuz jednej linii i dlatego moga by¢ im
przypisane numery. Pierwsza cyfra po lewej stronie nawiasu ,ket” oznaczaé
bedzie stan bazowy, w ktérym znajduje si¢ pierwszy atom. Kazda nastepna
cyfra, z wyjatkiem ostatniej, okresla¢ bedzie stan kolejnych atoméw. Tak
wiec jesli uktad bedzie sie sktadac¢ z trzech atoméw uwiezionych we wnece,
to zapis |100n) wskazywaé bedzie, ze atom pierwszy znajduje sie w stanie
1), dwa nastepne w stanie |0), a we wnece jest n fotonéw. Zeby nie powta-
rzaé¢ wielu wzorow, ktore beda wspolne dla wielu stanéow bazowych, bedzie
przede wszystkim stosowany bardziej ogélny zapis. Dla przytoczonego przed
chwilg przyktadowego uktadu trzech atomoéw takim ogdélnym zapisem bedzie
|z1x0msn), gdzie x) oznaczaé bedzie stan k-tego atomu.

Wprowadzenie wiecej niz jednego atomu we wnece prowadzi do powaz-
nego problemu. Otéz hamiltonian efektywny (5.31) zawiera wyrazy 53aTa0(()]8)
ktére opisuja oddziatywanie kazdego atomu, znajdujacego sie w stanie |0) z
modem pola wneki rezonansowej. Niestety zjawisko to prowadzi do niemoz-
nosci niezaleznego wykonywania jakiejkolwiek operacji na wybranym atomie
bez zmiany stanu innych atoméw, nawet gdy wzbudzany jest laserem tylko i
wytacznie jeden atom. Na szczescie wzajemne oddzialywanie atomoéw przez
pole wneki mozna bardzo ostabié¢, gdy uzyje sie pola lasera na tyle silnego,
ze spetlniony bedzie warunek €2 > g. Wowczas wplyw klopotliwych wyrazow
bedzie na tyle maty, ze nie przeszkodzi w niezaleznym manipulowaniu sta-
nami atomoéw. Jednak, aby moc otrzymac proste postaci rownan na ewolucje,

Y
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konieczne jest jednoczesne zatozenie rowniez drugiego warunku A, = 6.

Kolejnym uogdélnieniem modelu jednoatomowego, obok zwiekszenia liczby
atomow, jest wprowadzenie drugiego lasera L', emitujacego $wiatto spola-
ryzowane kotowo prawoskretnie. Dlatego teraz beda mozliwe az trzy typy
ewolucji stanu uktadu. Pierwszy, najprostszy typ ewolucji, dotyczy przy-
padku, gdy oba lasery sa wytaczone. Drugi rodzaj ewolucji bedzie mial
miejsce wtedy, gdy jeden z atomow bedzie wzbudzany polem lasera L, emi-
tujacym pole spolaryzowane kotowo lewoskretnie. Trzeci typ ewolucji zacho-
dzi¢ bedzie, gdy wybrany atom oswietlany bedzie przez oba lasery L i L'.
W rozwazaniach nie beda brane pod uwage operacje wzbudzania wiecej niz
jednego atomu na raz. Trzeci typ ewolucji dostarcza dodatkowej mozliwosci
manipulacji stanem uktadu. Jednak aby wykorzysta¢ ten dodatkowy sposdb
manipulacji, trzeba zalozy¢, ze Q > V' > ¢.

Przedstawianie operacji zostanie rozpoczete od tych najprostszych, od-
powiadajacych czekaniu przez czas t z wyltaczonymi laserami. Po zalozeniu
ze 1 = 0 oraz ' = 0, hamiltonian efektywny (5.31) przyjmuje postac

H=- Z(Aragé) + 53aTaaé’8)) —ira'a. (6.26)
k=1
Wszystkie wyrazy tego hamiltonianu efektywnego odpowiadaja elementom
diagonalnym w reprezentacji macierzowej i dlatego tatwo jest otrzymaé po-
nizsze wyrazenie na ewolucje dowolnego stanu bazowego

z‘No(A7»+n53)t€_"“t|$1 .. n> . (6.27)

W réwnaniu (6.27) wprowadzony zostat symbol Ny, ktéry bedzie odgrywaé
wazna role we wszystkich operacjach. Oznacza on liczbe atoméw nie wzbu-
dzanych zadnym laserem i znajdujacych sie¢ w stanie |0). Jak widaé¢, z réw-
nania (6.27) od liczby Ny zalezy czynnik fazowy, ktéry z jednej strony jest
pewnym utrudnieniem, ale z drugiej strony moze by¢ wykorzystany do reali-
zowania bramek fazowych.

Dla pewnych przypadkéw réwnanie (6.27) mozna jeszceze uproscié. Tak jak
w poprzednim modelu réwniez i teraz prawdopodobienstwo pomyslnego za-
konczenia operacji zalezy od tego, czy czas trwania operacji jest znacznie
krotszy od $redniego czasu wystapienia emisji fotonu. Dlatego konieczne jest
przyjecie warunku d; > k, gwarantujacego bliska jednosci wartosé prawdo-
podobienstwa sukcesu. Po uwzglednieniu wczesniejszych zatozen, widac¢ ze
przyjety przed chwilg warunek prowadzi do nastepujgcych relacji A, > k, ds.

A zatem dla bardzo krotkich operacji, gdy ¢ ~ A, hamiltonian efek-
)

ez n)=e

tywny (6.26) moze zostaé dobrze przyblizony przez H = —Ara(()lg , a TOW-

nanie (6.27) upraszcza sie wtedy do postaci
ey on) = N (t)|ay ... n), (6.28)
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gdzie p(t) = At

Kolejny typ ewolucji, ktory zostanie wykorzystany do realizacji wielu bar-
dzo przydatnych operacji, ma miejsce, gdy zostanie wlaczony laser L (Q # 0),
aby wzbudzaé przejicie |1) < |2) wybranego atomu o numerze k. Drugi z
laserow, emitujacy sSwiatlo spolaryzowane kotowo prawoskretnie jest pod-
czas tego typu ewolucji wytaczony (€ = 0). Niestety, w tym przypadku,
za mato wyrazéw hamiltonianu efektywnego (5.31) sie zeruje, by rozwia-
zanie nieunitarnego rownania Schrodingera byto proste. Chcac otrzymacé
proste réwnania, opisujace ewolucje stanu uktadu, trzeba narzuci¢ na pa-
rametry wspomniany wczesniej warunek A, = §;. Ostatecznie hamiltonian
efektywny (5.31) przyjmuje nastepujaca postaé

Ha = =Y (Aof) +dalaofy) —irala
J
Aot — (55a0%) +He.). (6.29)

Taka posta¢ hamiltonianu efektywnego pozwala ewolucje stanéw uktadu, dla
ktorych spetniony jest warunek vy = xx+n > 0, dobrze przyblizy¢ réwnaniem

e My ap . n) = faga (B)(cos(Et) |z ap .. 0)
+isin(&pt)|zy ... 2y ... n')), (6.30)

gdzie dla zwartosci zapisu wprowadzono nastepujace symbole: &, = /05,
I (8) = N (t) exp(—(vp—1/2)kt) exp {7 d3[vg (2Np + 1) — NoJt/2}, x}, =
zp — (—1)"* oraz n’ = n + (—1)"*1. Przy upraszczaniu réwnania (6.30)
zatozono, ze liczba Ny nie jest zbyt duza. Takie zatozenie pozwala zastoso-
waé przyblizenie 4vupd2 > (vy, + Np)?63. Widaé, ze ten typ ewolucji daje duze
mozliwosci manipulowania stanem uktadu. Wtaczenie lasera L i wzbudzanie
nim k-tego atomu przez roézne czasy umozliwia wykonanie réznych operacji.

Na poczatku przedstawione zostang operacje dla najprostszych przypad-
kéw, to znaczy, gdy vy = 1. Odwzorowanie stanu k-tego atomu na stan pola
daje sic wykona¢ przez wtaczenie lasera na czas t(1) = (7/2+2m,7) /65, gdzie
m; jest liczba naturalng. Zapis takich operacji jest nastepujacy

21, 1...0) — ifna(t)]zy...0...1), (6.31)

l21...0...1) — ifny i (tW)|zy .. 1...0). (6.32)
Wilaczenie lasera na czas t?) = (37/2 + 2m,7) /85 réwniez pozwala ,przepi-
sa¢” stan wybranego atomu na stan pola, ale wprowadza dodatkowo czynnik
fazowy —1, jak przedstawiono ponizej

1. 1...0) — —ifna(tP)]z...0...1), (6.33)

l21...0...1) — —ifna(tP)]zy...1...0). (6.34)
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Bez problemu mozna tez wytworzy¢ stan maksymalnie splatany wybranego
atomu i pola. W tym celu nalezy wlaczy¢ laser na czas t®) = (7 /44-2mq ) /05,
co odpowiada wykonaniu operacji

3)
z1...1...0) — fNO’\l/_(;)(i|$1...0...1>+|x1...1...0>), (6.35)
|z1...0...1) — M(z|x110)+|x101>) (6.36)

V2

Natomiast wprowadzenie jedynie czynnika fazowego bez zmiany populacji
wybranego stanu jest mozliwe dla czaséw ewolucji: t™) = (2my7)/d5 i t©®) =
([2mq 4 1]m)/d5. Operacje takie opisane sa nastepujacymi réwnaniami:

|z ap.on) = e ()@ n), (6.37)
2. ap.n) = —faea ()| n). (6.38)

Wszystkie przedstawione operacje, to znaczy operacje odwzorowania, pla-
tania i wprowadzania czynnika fazowego moga by¢ wykonane réwniez dla
takich stanéw, ze v, = 2. Operacje odwzorowania wykona¢ mozna przez
wlaczenie lasera na czas & = (/2 + 2myr)/(vV/205)

|LU111> — ifNO,g(t(G))|x1...0...2>, (639)

21...0...2) — ifnot )]z 1.01) (6.40)
lub na czas t7 = (37/2 + 2mym)/(v/265)

lz1...1...1) = —ifngo(t)|zy...0...2), (6.41)

21...0...2) — —ifng o)z, 1...1), (6.42)

gdzie my jest liczba naturalna. Wzbudzanie wybranego atomu przez czas
t® = (7/4 + 2mym)/(v/205) prowadzi do wytworzenia stanu maksymalnie
splatanego

No,2 (8) .
lzy ... 1...1) L\/g)(ﬂxl...o..ﬂ)+|x1...1...1>),
z1...0...2) M(i|a:1...l...1)+|$1...0...2>). (6.43)

V2

Natomiast whaczenie lasera na czas t = (2mqym)/(v/285) lub t19 = ([2mgy +
1]m)/(v/285) odpowiada operacji wprowadzenia dodatkowego czynnika fazo-
wego

21 apn) = ()@ n), (6.44)

21 xp.n) = —faa(t) )2y o n). (6.45)
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Szczegdlnym przypadkiem jest wzbudzanie atomu znajdujacego sie w sta-
nie |0), podczas gdy wneka rezonansowa znajduje sie w stanie prézni. Jest
to przypadek dla ktorego v, = 0. Na taki stan dziata¢ beda jedynie wyrazy
—A 000 , ktore odpowiadaja elementom diagonalnym w macierzowej repre-
zentacji hamiltonianu efektywnego (6.29). Dlatego wlaczenie lasera L na
dowolny czas t spowoduje jedynie pojawienie sie czynnikéw fazowych, ale
populacja takiego stanu sie nie zmieni. Ewolucja takiego stanu jest zatem
dana nastepujacym rownaniem

ey 0..0) = PN (B)]zy . .0...0). (6.46)

Ze wzoru (6.15) z poprzedniego podrozdzialu widaé¢, ze brak zmiany po-
pulacji stanu |0) atomu, gdy pole jest w stanie prézni, jest cecha bardzo
pozadang, poniewaz umozliwia ,przepisanie” wartosci kubitu z atomu na
pole. Jednakze z drugiej strony, jesli zdarzy si¢ niechciana emisja fotonu
podczas wykonywania operacji, to uktad przejdzie do stanu |00) i pozostanie
W nim na zawsze, poniewaz zadna z operacji umieszczonych w tabelkach 6.1
i 6.2 nie jest w stanie zmieni¢ tego stanu. Tymczasem wiele algorytmow i
protokotéw, takich jak na przyktad protokoty, wykorzystujace nadmiarowe
kodowanie, potrzebuje sposobu na powrét do stanu poczatkowego. Dlatego
wprowadzony zostat trzeci typ ewolucji stanu uktadu, wywotany przez jed-
noczesne oswietlenie wybranego atomu dwoma laserami L i L' o réznych
polaryzacjach. Poniewaz oba przejscia |2) < |0) i |2) < |1) beda pompo-
wane polami laserowymi, to przeprowadzenie atomu ze stanu |0) do stanu |1)
bedzie wykonalne nawet wowczas, gdy wneka bedzie sie znajdowaé w stanie
prozni. Proste rozwigzanie jest wykonalne tylko dla przyblizonej postaci ha-
miltonianu efektywnego (6.29). Poniewaz czasy operacji sa proporcjonalne
do 6; !, to w hamiltonianie efektywnym mozna zaniedbaé wszystkie wyrazy z
czynnikami znacznie mniejszymi od d4. Wowczas otrzymuje si¢ hamiltonian

-3 Aol — Ao — (8408 "4 He. ), (6.47)
J

umozliwiajacy wyznaczenie przyblizonych réwnan na ewolucje, podanych po-
nizej

e HHpy .. 0...0) = M) 81n(64t)|x1 ...0)
+ cos(d4t)|zy . . 0>) , (6.48)
ey 1...0) = M) 51n(§4t)|x1 ...0)
+cos(04t)|xy ... 1. .. 0>) : (6.49)

Jest rzecza oczywista, ze uzycie impulsu /2 umozliwia zmiane stanu atomu
nawet wtedy, gdy pole wneki rezonansowej znajduje si¢ w stanie prézni. Taki



6.2. EWOLUCJA STANU WIELU ATOMOW WE WNECE 105

przypadek opisany jest przez rownania

21...0...0) — M)z 1...0), (6.50)
lz1...1...0) — it WYz 0. 0), (6.51)

gdzie t() = 71/(204). Korzystajac z ewolucji tego typu, mozna tez bez pro-
blemu przygotowa¢ wybrany atom w dowolnej superpozycji dwoch podpo-
zioméw stanu podstawowego. W szczegdlnosei, stosujac impuls 7/4, mozna
wykonaé¢ nastepujace operacje

| 0...0 N G 0...0) 44 1 9
x1...0...0) — 5 (|Jzg...0...0) +d|zy...1...0)), (6.52)
o1 e 102) |

r1...1...0) - ————(|xg...1...0) +i|zy...0...0)), (6.53)

V2

gdzie t1 = 7/(44,).
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Rozdzial 7

Teleportacja stanu odleglego
atomu

Gloéwnym celem tej rozprawy jest przedstawienie mozliwosci jakie daje uktad
teleportujacy stany atomowe z wykorzystaniem kwantowej interferencji pol
wychodzacych z dwoch optycznych rezonatorow. Po raz pierwszy taki uktad
zostal zaproponowany w swej najprostszej postaci przez Bosego i innych [19]
i stal sie inspiracja dla wielu badaczy, w tym i dla autora tej rozprawy [86,
87,95]. Zainteresowanie jakim cieszy si¢ wspomniany uktad, wynika z kilku
istotnych cech, wyrézniajacych go sposrod innych uktadéw teleportujacych
stany atomowe. Pierwsza z nich jest niezwyklo$¢ wykorzystania zjawiska
emisji spontanicznej, ktére zwykle kojarzone jest z utratg informacji kwan-
towej, wtasnie do przetwarzania tej informacji. Druga cecha jest uzycie do
przechowywania wartosci kubitow dwoch podpoziomoéow stanu podstawowego
atomu tréjpoziomowego typu A. Z podpoziomdéw stanu podstawowego atom
nie moze przej$¢ spontanicznie do innych pozioméw i w zwiazku z tym infor-
macja kwantowa zakodowana w superpozycji tych dwoch podpozioméw jest
bezpieczna. W eksperymentach dzigki takiej kwantowej pamieci udaje sie
przetrzymywacé nawet stany splatane dwoch atoméw przez czasy przekracza-
jace 0,1 s [96]. Dla poréwnania warto wspomnie¢, ze czas magazynowania
wartos$ci kubitu w stanach fotonowych jest krotszy o wiele rzedéw wielkodci.
Jednak najwazniejsza cecha przedstawianego uktadu jest potaczenie zalet
stanéw atomowych i fotonowych do przeprowadzenia teleportacji kubitéw.
O ile bowiem stany atomowe sa najlepsze jako kwantowa pamiec, to stany
fotonowe sg bezkonkurencyjne w przesytaniu informacji kwantowej na duze
odlegtosci. Wynika to z faktu, ze fotony przemieszczaja sie z najwicksza
mozliwa predkosciag — predkoscig swiatta i w dodatku stabo oddziatuja z
otoczeniem podczas catej podrézy. Dzieki wykorzystaniu stanéow fotonowych
uktad zaproponowany przez Bosego i innych umozliwia teleportacje stanow

107
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atomowych na duze odlegtoéci. W tym rozdziale zostanie przedstawiony w
szczegoOtach protokot teleportacji oraz mozliwodci jego udoskonalenia. Zo-
stang takze obliczone parametry opisujace ten protokét, a mianowicie praw-
dopodobienstwo sukcesu i wiernos$é teleportowanego stanu.

7.1 Protokél teleportacji

Na poczatku caly proces teleportacji zostanie przedstawiony dla najprost-
szego modelu. Wzgledem oryginalnej pracy Bosego i innych rachunki i wzory
zostang tutaj jeszcze dodatkowo uproszczone przez uzycie operacji z poprzed-
niego rozdziatu. Urzadzenie realizujace teleportacje jest przedstawione sche-
matycznie na rysunku 7.1. Sktada si¢ ono z dwdch optycznych wnek rezonan-

Wi

Rysunek 7.1: Schemat urzadzenia do teleportowania stanéw atomowych na
duze odlegtodci.

sowych Wy 1 Wpg, dwbch laseréw L4 i Lg, 50% plytki swiattodzielacej P oraz
dwoch detektorow D i D_. Wewnatrz kazdej wneki rezonansowej uwieziony
jest pojedynczy atom trojpoziomowy typu A. Po stronie nadawcy, ktéremu
przypisany zostanie symbol A, znajduje sie wneka W, wraz z umieszczonym
w niej atomem, laser L4 oraz uktad pomiarowy ztozony z ptytki polprze-
puszczalnej P i dwoch detektorow D, i D_. Po stronie odbiorcy kwanto-
wej informacji, ktérego oznaczac¢ bedzie odtad symbol B, znajduje sie reszta
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urzadzenia, to znaczy wneka Wg, atom wewnatrz tej wneki i laser Lg. Oba
uktady atom-wneka sg identyczne, podobnie jak oba lasery, tak ze podu-
ktady odbiorcy i nadawcy opisuje identyczny model pozioméw energetycz-
nych przedstawiony na rysunku 7.2. Informacja kwantowa, jaka przestana

2)

1)

Rysunek 7.2: Schemat pozioméw energetycznych atomu tréjpoziomowego
typu A uwiezionego we wnece rezonansowej i pompowanego laserem.

ma by¢ do odbiorcy jest wartos¢ kubitu zakodowana w superpozycji dwoch
podpozioméw stanu podstawowego |0) i |1) atomu nadawcy. Operacje na ku-
bicie moga by¢ wykonywane, wykorzystujac proces dwustopniowy, w ktérym
udzial bierze poziom wzbudzony |2). Kazdy z obu laseréw emituje swiatto
spolaryzowane kotowo lewoskretnie, ktére wzbudza przejscie |2) « |1). Z
kolei przejscie |2) < |0) jest sprzezone z modem pola uwiezionego wewnatrz
kazdej wneki rezonansowej. Zaréwno czestos$¢ lasera wy, jak i czesto$¢ modu
wneki wy, 83 odstrojone od czestosci odpowiednich przejsé o te sama wiel-
kos¢ A. To odstrojenie jest na tyle duze, ze populacja poziomu wzbudzonego
bedzie znikoma nawet wowczas, gdy atom bedzie pompowany laserem. Za-
tozenie duzego odstrojenia od rezonansu jest konieczne, poniewaz atom z
poziomu wzbudzonego moze spontanicznie przejs¢ do jednego z podpozio-
méw stanu podstawowego, bezpowrotnie niszczac informacje kwantowa. W
tym najprostszym modelu w pracy Bosego i innych zaniedbany zostat wspot-
czynnik emisji spontanicznej po przyjeciu zatozenia A > v. Natezenie wigzki
laserowej jest dobrane tak, aby stala sprzezenia (2 pola laserowego z przej-
Sciem |2) < |1) byta doktadnie réwna stalej sprzezenia g modu z przej$ciem
|2) < |0). Z poprzedniego rozdzialu wiadomo, ze ewolucja bez emisji w
takim uproszczonym modelu rzadzi hamiltonian efektywny (6.1), umozliwia-
jacy wykonanie operacji zestawionych w tabelkach 6.1 1 6.2. Z kolei wykrycie
emisji przez uktad dwoch detektorow i ptytki potprzepuszezalnej jest opisane
w rozdziale 4. W tym najprostszym modelu zatozone zostanie oczywiscie, ze
oba detektory sa doskonate, czyli pozbawione ciemnych zliczen i cechujace
sie stuprocentows efektywnoscig. Zatem zasygnalizowanie wykrycia fotonu
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przez kazdy z detektoréw odpowiada zadziataniu na stan globalny jednego z
dwoch operatoréw emisji (4.13) lub (4.14).

Po przedstawieniu modelu opisujacego urzadzenie, mozna wreszcie przy-
stapi¢ do prezentacji protokotu teleportacyjnego. Przed rozpoczeciem tele-
portacji, wartos¢ kubitu jest zakodowana w superpozycji dwoch podpozio-
méw stanu podstawowego atomu nadawcy a|0) + (|1). Zespolone amplitudy
a i moga by¢, cho¢ nie musza, nieznane nadawcy. Oczywiscie jesli nadawca
sam przygotuje ten stan poczatkowy, to bedzie on dla niego znany, jesli jed-
nak otrzyma ten stan od innej osoby bez zadnych dodatkowych informac;ji,
to nie tylko nie bedzie zna¢ tych amplitud, ale i nie bedzie mial zadnej moz-
liwosci, by je zmierzy¢. Teleportacja kwantowa umozliwia nadawcy w obu
tych przypadkach wystanie tego stanu w inne miejsce. Na poczatku pola
obu wnek znajduja sie w stanie prozni, co zwazywszy na brak pompowania
laserem i obecnos¢ ttumienia jest stanem naturalnym. Atom odbiorcy, ktory
jest miejscem docelowym dla przesytanej informacji kwantowej, na poczatku
przygotowany jest w stanie |1). Stan poczatkowy calego uktadu jest dany
nastepujaca funkcja falowa

|¢) = (a|00) 4 + B[10)4) ® [10) 5. (7.1)

Proces teleportacji sktada sie z trzech etapéw. Pierwszym z nich jest etap
przygotowania, w ktérym informacja kwantowa bezpiecznie dotad przecho-
wywana w atomie nadawcy musi zosta¢ zakodowana w stanie pola wneki
rezonansowej. To wtasnie dzieki tej operacji mozliwe jest pogodzenie dhtu-
giego przechowywania wartosci kubitu z dalekim i szybkim transportem tej
wartosci. Nadawca po prostu wlacza swoj laser Ly na czas t; = 2/Q[m —
arctg(Q,/r)|, wykonujac operacje O; i Oy 7 tabelki 6.1. Po zakonczeniu tych
operacji poduktad nadawcy przechodzi do stanu

WD)a = a00)4 + i "2 B01) 4, (7.2)

a laser L, zostaje wytaczony. Jak widac¢, atom nadawcy znajduje si¢ po za-
koniczeniu etapu przygotowania w stanie |0), podczas gdy amplitudy a i 5 sa
zakodowane w stanie pola wneki rezonansowej nadawcy. Réwniez odbiorca
musi wykona¢ pewne dziatanie w etapie przygotowania. Otoz, jak powie-
dziano w podrozdziale 2.9, teleportacja kwantowa wymaga wykonania pota-
czonego pomiaru na kubicie, zawierajacym przesytang informacje i jednym
kubicie nalezacym do maksymalnie splatanej pary. Po takim pomiarze wyko-
nanym w bazie Bella, informacja kwantowa zostaje zakodowana w drugim z
kubitéw z maksymalnie splatanej pary. Uktad zlozony z ptytki potprzepusz-
czalnej 1 dwoch detektorow pozwala przeprowadzi¢ potaczony pomiar stanu
pol obu wnek rezonansowych. Jesli zatem po pomiarze informacja kwantowa,
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znajdujaca przed pomiarem w stanie pola we wnece nadawcy, ma sie zna-
lez¢é w atomie odbiorcy, to odbiorca musi w etapie przygotowania wytworzy¢
maksymalnie splatany stan swojego atomu i pola swojej wneki. Wykonanie
tego zadania jest proste. Wystarczy, ze odbiorca wtaczy swéj laser Lg na
czas tz = 2/Q,arctg(Q,/(20 — k)). Dziatanie takie opisuje operacja Oy, po
zastosowaniu ktorej otrzymuje si¢ nastepujace wyrazenie na stan poduktadu
odbiorcy

W) = e 0(ts)(|10) 5 +4[01) ) . (7.3)

Czasy operacji nadawcy i odbiorcy sa rozne, ale synchronizuja oni swoje
dziatania tak, aby zakonczy¢ je w tym samym momencie. Na tym konczy
sie¢ pierwszy etap protokolu. Zanim jednak oméwiony zostanie drugi etap,
nalezy wyznaczy¢ prawdopodobienstwo pomyslnego zakonczenia etapu przy-
gotowania. Jesli w tym pierwszym etapie ktérys z detektoréow zasygnalizuje
wykrycie fotonu, to cata teleportacja zakonczy sie niepowodzeniem. Praw-
dopodobienstwo, ze nie wystapi zadna emisja fotonu podczas wykonywania
opisanych operacji mozna obliczy¢, wykorzystujac wzor (3.55). Wzor ten dla
stanu koncowego nadawcy (7.2) przyjmuje nastepujaca postaé

Py = al)a = o’ + |67 (7.4)

Natomiast prawdopodobienstwo braku wystgpienia emisji podczas operacji
odbiorcy jest dane wyrazeniem

~ 862 Q,t
— _ 2kt s 2 kU3
Py = pldld)p=ce gz oin ( ; ). (7.5)
Naturalnie etap przygotowania bedzie tylko wtedy udany, gdy powioda sie
jednoczesnie operacje nadawcy i odbiorcy. Zatem prawdopodobienstwo po-
myslnego przeprowadzenia pierwszego etapu protokotu jest dane wzorem

P, = PuPg. (7.6)

Metoda trajektorii kwantowych wymaga normowania wektora stanu po kaz-
dym etapie ewolucji. Tylko wtedy wyrazenia na prawdopodobienstwa zwig-
zane z ewolucja podczas poszczegblnych etapow beda prawidtowe. Jesli etap
przygotowania zakonczy sie sukcesem, to stan obu poduktadow bedzie opi-
sany nastepujacymi unormowanymi wektorami

1 . Kt
[V)a = (a00) 4 + ie“s“e*TlmOl)A) )
Vlaf + |52

1 .
5 (110} +i101)). (7.7)
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Jak wida¢, informacja zakodowana jest w polu nadawcy, a pole odbiorcy jest
maksymalnie splatane z atomem odbiorcy. Wiec, zgodnie z idea telepor-
tacji kwantowej, wykonanie potaczonego pomiaru stanu obu pél spowoduje
zakodowanie przesytanej informacji w atomie odbiorcy. Pomiar taki wyko-
nywany jest przez nadawce w drugim etapie protokotu — etapie detekcji.
Caty proces pomiarowy jest wyjatkowo prosty. Polega na czekaniu przez
pewien skonczony czas tp i rejestrowaniu wskazan obu detektoréw. Nie-
stety nie wszystkie wskazania oznaczaja pomyslne zakonczenie teleportacji.
Wykonanie pomiaru rozrézniajacego wszystkie cztery stany Bella wymaga
zastosowania nieliniowych elementéw optycznych badz dodatkowych stopni
swobody [20,21]. W zaproponowanym przez Bosego i innych uktadzie, jedy-
nie dwa na cztery mozliwe wyniki pomiaru odpowiadaja stanom Bella. Dla-
tego etap detekcji zakonczy si¢ powodzeniem tylko w potowie przypadkdow,
gdy podczas calego etapu zarejestrowany zostanie tylko i wytacznie jeden
foton. Wykrycie dwéch fotonow badz nie wykrycie zadnego konczy sie nieod-
wracalnym zniszczeniem przesyltanej informacji kwantowej. W dalszej czesci
rozwazan obliczone zostang stany uktadow tylko dla udanych przypadkéw.
Przez caly czas pomiaru tp oba lasery sg wytaczone, wiec ewolucje stanu opi-
sujg operacje z tabelki 6.2. Do czasu wystapienia emisji fotonu, oznaczonego
symbolem ¢;, ewolucja podukladu nadawcy jest zdeterminowana operacjami

O 1 Og

a]00) 4 + iet et e~ e=xti B101) 4

Vlaf + |gfze=

W(t;))a = (7.8)

Tymczasem ewolucje stanu poduktadu odbiorcy opisuja operacje O7 i Og. W
czasie t; od rozpoczecia etapu detekcji stan ten jest nastepujacy:

1
RV

Prawdopodobienstwo, ze od poczatku etapu detekcji, az do czasu ¢; nie wy-
stapi zadna emisja, jest dane wzorem

[ (t))5 (110)5 + ie® e [01) ). (7.9)

(’CY|2+ ’ﬁ’?e—ntle—mﬂt]‘>(1 _i_e—QIit]’)
2(‘042 + ‘ﬂ‘2efnt1)

Pt = (7.10)

Emisje, ktora zdarza si¢ w nieskoficzenie matym przedziale czasu (t;,t; +dt),
opisuje jeden z dwoch operatoréw (4.13) lub (4.14) . Pierwszy z tych ope-
ratorow odpowiada pierwszemu pomyslnemu wynikowi pomiaru, gdy foton
zostaje zarejestrowany tylko przez detektor D,. Drugi operator zwiazany
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jest z drugim pomyslnym przypadkiem, gdy detektorem, ktory wykryje je-
dyna emisje bedzie D_. Zeby wyznaczy¢ stan ukladu jednoczesnie dla obu
pomyslnych wynikéw pomiaru wprowadzony zostanie operator

Ci = \/E(CLA—F?;ECI/B), (711)

gdzie € = 1, gdy wykrycie fotonu zasygnalizuje detektor D, albo ¢ = —1,
gdy ,kliknie” detektor D_. Operatorem C. nalezy zadziata¢ na potaczony i
unormowany stan obu poduktadéw |¢(¢;)) = [1(t;))a @ [1(t;)) 5. Wynikiem
tej operacji jest wektor

Vre
YA+ e ) (jaf + [B2erte—2)
X (iecr|00) g + e”tle*%ﬁmlob)m@h 1 it gidt;
e T e~ B(|01) 5[00) 4 + 7€]00) 5[01) 4) . (7.12)

Cilo(ty)) =

Prawdopodobienstwo wystapienia emisji fotonu pomiedzy czasem t;, a cza-
sem t; + dt; mozna wyznaczy¢ ze wzoru (3.54). Jest ono rowne

2%6_2“3'(‘05’2 + ‘ﬂ‘2€_m1 +2|ﬂ|26—ﬁt1€—25t]-)
(1 +672ntj>(’a’2+ |ﬁ’2€fnt1672ntj>

Wektor stanu dla catego uktadu po wystapieniu emisji, otrzymuje si¢ normu-
jac wektor (7.12)

|6(t5))

Py(t))dt,; dt;. (7.13)

1
= \/|Oz|2 + |ﬁ|2€7,§t1 + 2|ﬁ’2€7:‘€t16*2ﬂtj

x (iea|00) 5 + €1 e~ "2 B|10) )|00) 4

it it e 5 e~ B(|01) 5]00) 4 + €]00) 5[01) 4) . (7.14)

Po emisji fotonu kontynuowana jest ewolucja dana operacjami Og, O7 i Og
az do konca etapu detekcji, czyli do czasu tp. W wyniku tej ewolucji uktad
przechodzi do nastepujacego stanu

19(t)) :
D p—
\/|a|2 + |8[2e"t + 2| 8|2t =2t
x (iect|00) 5 + e "% B|10) 5)[00) 4 + i€t e~

x B~ P et (101) 5|00) 4 + €[00 5|01) 4) (7.15)

przy czym prawdopodobienstwo, ze do konca etapu detekcji nie bedzie drugiej
emisji jest rowne normie wektora (7.15)
’06‘2 + ’ﬁ’Qe—fitl + 2‘ﬁ|2€—1€t16—2/€t[)

. 7.16
’a|2 + |ﬁ’2671€t1 _|_2|ﬁ|267nt1672mtj ( )

Py(ty) =
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Ostatecznie po zakonczonym pomyslnie etapie detekcji uktad znajduje sie w
nastepujacym stanie

1
- \/|a|2+|ﬂ|2e—mt1+2’6|26—nt16—2ntD
m

X (i€|00) 5 + €™ B[10) 5)[00) 4 + e e
x Be "0 P (101) 5|00) 4 + 3€]00) 5]01) 4) - (7.17)

|p(tp))

Jak wida¢, tylko niepozadane wyrazy w (7.17) posiadaja czynnik exp(—rxtp).
Jesli eksperymentator ustali wystarczajaco dtugi czas tp, to niechciane stany
znikng z superpozycji (7.17). Woéwczas tatwo jest sprawdzié, ze informacja
kwantowa zostala przeniesiona na atom odbiorcy. Dla dodatkowego uprosz-
czenia mozna uzy¢ przyblizonych wartosci czynnikéw exp(idt;) ~ i oraz
exp(—kty) =~ 1, dostajac wektor

6(tp)) = (eal00)p + 5]10)5) ©[00)4. (7.18)

Teraz wida¢ wyraznie, ze dla odpowiednio dtugich czasow etapu detekcji, to
znaczy, gdy tp > k!, warto$é¢ kubitu zakodowana poczatkowo w atomie
nadawcy zostaje przeniesiona na atom odbiorcy. Oba stany rézni jednak
czynnik fazowy e zalezny od wyniku pomiaru. Odtworzenie oryginalnego
stanu zalezy zatem od tego czy odbiorca zna wynik pomiaru i dlatego pod
koniec etapu detekcji nadawca przesyta wiedze o pomiarze za pomoca dwoch
bitéw i klasycznego kanatu informacyjnego.

7 chwilg otrzymania wiadomosci odbiorca zaczyna ostatni etap proto-
kotu — etap odtwarzania. Oryginalna informacja zostaje odtworzona po-
przez usuniecie klopotliwego czynnika fazowego. Jesli wynikiem pomiaru
byto wykrycie tylko jednego fotonu przez detektor D, , to odbiorca nic nie
musi robi¢, poniewaz ¢ = 1. Jesli jednak pojedynczy foton zaobserwowany
zostal przez detektor D_, to € = —1 i odbiorca musi wprowadzi¢ dodat-
kowy czynnik fazowy —1. Operacje wprowadzania czynnika fazowego —1
da sie zrealizowaé, wykorzystujac réwnanie ewolucji (6.3). Jednak wowczas
wprowadziloby sie rowniez dodatkowe czynniki zwigzane z ttumieniem, po-
wodujace pogorszenie wiernosci calego procesu teleportacji. Dlatego warto
w tym etapie wykorzysta¢ inny mechanizm. Atom trojpoziomowy typu A
powstaje przez rozszczepienie poziomu podstawowego w silnym polu magne-
tycznym (efekt Zeemana), badz elektrycznym (efekt Starka). Zwiekszajac to
rozszczepienie o wielko$¢ 0/, powoduje sie wlaczenie ewolucji opisanej przez
hamiltonian H = JEoy [19]. Taka ewolucja nie wprowadza zadnego tiu-
mienia i dlatego idealnie nadaje si¢ do operacji wprowadzenia dodatkowego
czynnika fazowego.
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Na tym koniczy si¢ caly protokét teleportacji. Dokladny stan uktadu po
teleportacji dany jest wektorem (7.17) z wartoscig € = 1. Informacja kwan-
towa po teleportacji jest przechowywana w atomie odbiorcy. Informacja ta
jest jednak nieznacznie znieksztatcona. W celu sprawdzenia, jak bliskie sa so-
bie wartosci kubitow przed teleportacja i po teleportacji, nalezy obliczy¢ wier-
no$c¢ teleportowanego stanu. W tym badaniu tylko stan atomu odbiorcy jest
interesujacy, a jak wida¢ w wektorze (7.17) sa nadal zmienne catego uktadu.
Nie mozna ich w prosty sposéb usunaé¢ z obliczefi, poniewaz stan (7.17) nie
da sie przedstawi¢ w postaci iloczynu stanu atomu odbiorcy i stanu reszty
uktadu. Jednak pomimo obecnosci szczatkowego splatania, mozna wyelimi-
nowac¢ z opisu reszte uktadu, postugujac sie sladem czesciowym. Najpierw
wyznacza sie macierz gestosci catego uktadu p = |¢(tp))(¢(tp)|, a nastepnie
wykonuje sie §lad czesciowy wedtug wzoru (3.3). W wyniku tych dzialan
otrzymuje si¢ macierz gestosci opisujaca wylacznie stan atomu odbiorcy

1
‘05’2 + ‘ﬁPe*Htl + 2’/8|267Ht1€72l€tD
x[(Jal? + 2e71|B2e725) | 0)(0] + e [B*[1)(1]

tieafte e T 0) (1] — ieaBee T 1)(0]] . (7.19)

PatB

Po idealnej teleportacji stan atomu odbiorcy powinien znalez¢ si¢ w doktadnie
takim samym stanie w jakim znajdowat si¢ atom nadawcy przed teleportacja,
czyli w stanie [¢).p = «|0) + B|1). Poniewaz stan rzeczywisty dany jest
macierza gestosci, a stan idealny wektorem, to wierno$é¢ teleportowanego
stanu najlepiej policzy¢, uzywajac wzoru (2.28). Po uproszczeniu, wyrazenie
na wartos¢ wiernosci przybiera nastepujaca postac

af* + e~ B12(|B]2 + 2]al2e 20 + 2[af?| ]2 2" sin(6t,)

F(t =
(to) a2 + | BZe—ti (1 + 2e—2+tn)

(7.20)

Wiernoéé teleportowanego stanu zalezy od modutéw amplitud poczatkowego
stanu atomu nadawcy, to znaczy od || i |F]. W ogdlnosci ten stan jest nie-
znany, a wiec obecno$¢ modutéw amplitud we wzorze jest ktopotliwa. Dla-
tego konieczne jest wyznaczenie wiernosci, usrednionej po wszystkich mozli-
wych stanach poczatkowych. Najbardziej naturalne bytoby usrednienie przy
przyjeciu réwnomiernego rozktadu prawdopodobienstwa wystgpienia kazdej
mozliwej wartosci kubitu. W tym celu nalezaloby we wzorze (7.20) zasta-
pi¢ amplitudy « i § odpowiednimi amplitudami ze wzoru (2.4), a nastepnie
obliczy¢ podwojng catke otrzymanego wyrazenia po fazach € i ¢. Jednak
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tutaj, ze wzgledu na prostote, catkowanie zostanie wykonane dla réwnomier-
nego rozktadu prawdopodobienstwa wystapienia kazdej wartosci amplitudy
(3. Nie jest to najlepszy rozktad bo stan |0) jest w nim uprzywilejowany,
ale nie przeszkodzi to w zrealizowaniu podstawowego celu, jakim jest zba-
danie wplywu atomowej emisji spontanicznej na protokét. W ten sposob
usredniona wiernos¢ jest dana przez

_ 174
Cl3 C/\C

F(tp) = — —I—B—é—I—(C’—B—i—A)larctg(\/a)], (7.21)

gdzie

A = 1+e (1 —2e 20 — 2¢~ "3 sin(dty) ,
B = 2erhe o | 9o~ sin(dty) — 2,
C = e "™ (1+2e2") 1. (7.22)

Druga obok wiernosci wielkoscig, okreslajaca uzytecznos$é kazdego uktadu
do kwantowej teleportacji jest prawdopodobienistwo pomyslnego zakonczenia
protokotu. Prawdopodobienstwo to bedzie tez dalej nazywane prawdopodo-
bienstwem sukcesu. W tym konkretnym modelu, teleportacja zakonczy sie
sukcesem, jesli w pierwszym etapie protokolu nie wystapi zadna emisja, a
w drugim jedna i tylko jedna. Poniewaz dla kazdego czasu emisji w etapie
detekcji t; z przedziatu od 0 do tp teleportacja zakonczy si¢ pomyslnie, to
prawdopodobienstwo sukcesu mozna otrzymac, catkujac iloczyn poszczegol-
nych prawdopodobienstw wzgledem ¢;

Plty) = P /OtD Py(t;)Py(t;) Palt, )t (7.23)

Wynikiem catkowania jest nastepujace wyrazenie na prawdopodobienstwo
pomyslnej realizacji protokotu teleportacji

P(tp) = PB;(|a|2 + |82 1 (1 4 2e720)) (1 — e~ 2710) - (7.24)

Wida¢, ze réwniez prawdopodobienstwo sukcesu zalezy od teleportowanego
stanu. Dlatego ponownie nalezy obliczy¢ wartos¢ usredniong po wszystkich
mozliwych stanach poczatkowych. Wéwczas otrzymuje si¢ ponizszy wzor na
srednie prawdopodobienstwo sukcesu

1
P(tp) = 6PB(1 — e 2D [ (] 4 272D 4 9] (7.25)
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7.2 Wplyw emisji spontanicznej na telepor-
tacje

Przydatnos¢ propozycji Bosego i innych moze by¢ oszacowana dzieki wzo-
rom na wiernos¢ (7.21) i prawdopodobienstwo sukcesu (7.25). Wyznaczenie
wartosci obu wielkosci wymaga przyjecia wielu parametrow, wystepujacych
w modelu. Jednak ich wybo6r musi by¢ dokonany bardzo ostroznie, poniewaz
uktad bedzie dziala¢ prawidtowo tylko wtedy, gdy spetnione zostang wszyst-
kie warunki przyjete w modelu. Warto w tym miejscu zebra¢ wszystkie wa-
runki przedstawione w kilku ostatnich rozdziatach i nada¢ im zwartg postac.
Po uproszczeniach mozna wspomniane warunki sprowadzi¢ do nastepujacej,
przejrzystej postaci: (A=A, Q =g, A> v, A > Q, 6 > k). Teraz tatwo
jest sprawdzi¢, ze wartos$ci parametréw zaproponowane w artykule Bosego i
innych [19] faktycznie spelniaja wszystkie wymagania modelu

(A;Q;9;7;k)/2r = (100;10;10;1;0,01)MHz. (7.26)

Ostatnim parametrem niezbednym do obliczenia warto$ci wiernosci i praw-
dopodobienstwa sukcesu jest czas przeznaczony na etap detekcji. Zamiast
jednak wybiera¢ warto$¢ tp, kierujac sie jedynie wskazowks mowiaca, ze
czas ten musi byé odpowiednio wiekszy od x~!, lepiej ustali¢ optymalng war-
tos¢ przez wykreslenie zaleznosci sredniej wiernosci i $redniego prawdopodo-
bienstwa sukcesu od czasu tp. Rysunek 7.3 pokazuje, ze $rednia wiernosé
teleportacji wzrasta wraz z dtugoscia etapu detekcji. Dla czasu tp = 50us
Srednia wierno$¢ w zasadzie nie rézni sie od jednosci. Ustalanie czasow duzo
wiekszych od k71, to znaczy przynajmniej 10 razy wiekszych, nie jest ko-
nieczne, poniewaz 50us to zaledwie mx~1 dla parametréw (7.26). Dla pordw-
nania, $rednia wiernos¢ teleportacji zostata takze policzona numerycznie za
pomoca metody trajektorii kwantowych. Metoda ta pozwala wykorzystac
duzo ogdlniejszy hamiltonian efektywny (5.13), niz ten uzyty w obliczeniach
analitycznych. Autor tej rozprawy doktorskiej napisal program w jezyku
C++, realizujacy rozne algorytmy generujace trajektorie kwantowe. W tym
przypadku uzyty zostal algorytm, w ktérym nieunitarne réwnanie Schrodin-
gera jest rozwigzywane metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu. Ponadto
wykorzystana zostata réwniez metoda Monte Carlo w celu usrednienia war-
tosci wiernosci po wszystkich mozliwych stanach poczatkowych. Na wykre-
sie 7.3 wyniki numeryczne przedstawione sg przez punkty. Kazdy punkt
jest srednig z 10 000 trajektorii, a kazda z trajektorii startowata z innego,
wybranego losowo stanu poczatkowego. Jak wida¢ z wykresu 7.3, wyniki
numeryczne réznig sie znaczaco od wynikéw analitycznych. Srednia wier-
nos¢ policzona numerycznie rosnie szybciej od tej obliczonej analitycznie.
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Rysunek 7.3: Zaleznos$¢ sredniej wiernosci teleportacji od dlugosci etapu
detekcji. Linia ciagla przedstawia wartosci otrzymane ze wzoru (7.21) a
punkty przestawiajg wartosci otrzymane numerycznie dla hamiltonianu efek-
tywnego (5.13).

Chociaz szybszy wzrost wiernosci jest korzystny dla procesu teleportacji,
to niepokojacy jest fakt istnienia tak duzej rozbieznosci. Rozbieznosci po-
miedzy wynikami analitycznymi a numerycznymi maja jeszcze powazniejszy
charakter w przypadku sredniego prawdopodobienstwa pomyslnego zakon-
czenia teleportacji. Jak widaé¢ na rysunku 7.4, srednie prawdopodobienstwo
sukcesu otrzymane ze wzoru (7.25), rosnie z dtugoscia czasu etapu detekcji,
dazac do wartosci zblizonej do 0,48. W takim uktadzie mozna wykorzystaé
tylko dwa z czterech wynikow pomiaru, dlatego krzywa na wykresie 7.4 nie
przekracza granicy 0,5. Prawdopodobienstwo wystapienia emisji podczas
etapu przygotowania nie jest zerowe i dlatego krzywa ta nie tylko nie prze-
kroczy, ale i nie osiagnie nigdy wartosci 0,5. Srednie prawdopodobiefistwo
mozna natomiast zbliza¢ do tej wartosci, zmniejszajac £ wzgledem 6. Jednak
48 procentowe prawdopodobienstwo i tak jest stosunkowo blisko idealnego
przypadku. Tymczasem ogolniejszy model prowadzi do wynikéw bardzo od-
legtych od idealnych. Ponownie ogdlniejszy hamiltonian efektywny (5.13)
wymusza zastosowanie trajektorii kwantowych. Tym razem jednak czas wy-
stapienia emisji nie byl w programie wyznaczany losowo. Dyskretny zbior
czaséw pozwala we wzorze (7.23) catkowanie przyblizy¢ sumowaniem. Ta me-
toda wymaga policzenia dla jednego stanu poczatkowego tylu trajektorii, jaki
jest rozmiar dyskretnego zbioru czasow etapu detekcji. W kazdej trajektorii
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Rysunek 7.4: Srednie prawdopodobiefistwo sukcesu policzone analitycznie

ze wzoru (7.25) (linia ciagta) oraz numerycznie z wykorzystaniem ogdlnego
hamiltonianu efektywnego (5.13) (punkty).

czas emisji musi by¢ bowiem inny. Dodanie prawdopodobienstw wystapienia
kazdej z tych trajektorii daje w rezultacie prawdopodobienstwo pomyslnego
zakonczenia teleportacji dla przyjetego stanu poczatkowego. Procedura ta
byta powtarzana dla wielu stanéow poczatkowych, a nastepnie obliczana byta
wartos¢ srednia przy uzyciu catkowania metoda trapezéw. Na wykresie 7.4
wyniki numeryczne przedstawione sa punktami. Jak widaé¢, wartosci sred-
niego prawdopodobienistwa sukcesu policzone numerycznie sa az dwukrotnie
mniejsze od wartosci otrzymanych analitycznie. A zatem wyglada na to, ze w
najprostszym modelu zostal pominiety jakis istotny czynnik. Sa tylko dwie
réznice miedzy hamiltonianami efektywnymi (5.13) i (6.1). Pierwsza z nich
jest zwigzana z zaniedbaniem wspotczynnika emisji spontanicznej Einsteina
w hamiltonianie (6.1). Druga jest wyeliminowanie w tymze hamiltonianie
poziomu wzbudzonego. Zeby ustali¢, ktora jest odpowiedzialna za powstate
rozbiezno$ci w obu modelach, wystarczy powtérzy¢ obliczenia analityczne
dla hamiltonianu efektywnego po eliminacji adiabatycznej, ale uwzglednia-
jacego . Takie uogélnienie autor tej rozprawy wykonal w artykule [95].
Poniewaz nadal istotng rzecza jest maksymalne utatwienie rachunkow, dla-
tego zachowane zostang wszystkie zatozenia z poprzedniego, najprostszego
modelu z wyjatkiem pominiecia wspotczynnika emisji spontanicznej z po-
ziomu wzbudzonego. Wowczas ewolucja jest zdeterminowana przez hamilto-
nian efektywny majacy taka sama postaé, jak hamiltonian (6.1), lecz z innym
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parametrem 6 = (A +i7)s. Podstawienie takiej wartosci  do réwnania (6.3)
pozwala na szybkie wyprowadzenie réwnania na ewolucje stanu |10) przy
niezerowym wspoétczynniku . Rownanie to ma nastepujaca postac

e Mert10) = 9(1)[10) + ¢(t)[01), (7.27)
gdzie
1 - .yt .yt ) -yt Qi
() = iem‘gte_(%’ﬁvs)t {GZQT + e_’QT — gi(ezﬂT + e_’QT)} ’
A ) . Qyt Qyt
() = SR et ), (7.28)
v

Teraz wida¢, ze réwniez czesto$¢ Rabiego jest zalezna od wartosci v, poniewaz
Q, = \/4(A—|—i7)232 — k2. Niestety widaé tez, ze czestos¢ Rabiego tym
razem jest liczba zespolona. Oczywiscie czes¢ urojona czestosci Rabiego jest
duzo mniejsza od rzeczywistej, gdyz zatozenie A > v pozostaje nadal w
mocy. Jednak ze wzgledu na niezerowa warto$¢ czesci urojonej operacje na
stanach moga by¢ przeprowadzane tylko w przyblizeniu. Nie zmienia si¢
natomiast nic w ewolucji stanu |00). Nadal stan ten nie bedzie sie zmieniaé
bez wzgledu na to, czy laser jest wlaczony, czy nie:

e #eat|00) = ]00). (7.29)

Zmajac ewolucje tych dwoch stanow, mozna wyznaczy¢ stan poduktadu na-
dawcy po etapie przygotowania. Niestety amplituda ¥(t) nigdy nie bedzie
rowna doktadnie zeru. Dlatego jedyne, co nadawca moze zrobi¢, to wlaczy¢
laser na czas t4, dla ktorego wartos¢ bezwzgledna tej amplitudy bedzie naj-
mniejsza. Po takiej operacji poduktad nadawcy przechodzi do nastepujacego
stanu

a|00)4 + B[10)a —  «|00)4 + BI[10)4 + 5C[01) 4, (7.30)

gdzie 9 = 9(ta) a ( = ((ta). Wyznaczenie czasu t4 nie jest trywialne.
Nalezy zacza¢ od policzenia kwadratu wartosci bezwzglednej . Wielkos¢ ta
jest dana wyrazeniem

1 . .
0> = me_(”””“)t*‘ [2krsin(rta) + 2kusinh(ut 4)
+(r* + u? — k) cos(rta) + (r? + u® + k?) cosh(ut )], (7.31)
gdzie 7 i u sg rzeczywista i urojona czescig (2,. Z wyrazenia (7.31) widac, ze
|9]? bedzie bliskie zeru gdy spetnione beda ponizsze warunki

Tty T, uty =~ 0, K? << r? +u?. (7.32)
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Te warunki z kolei beda mogly byé¢ prawdziwe tylko wtedy, gdy spetnione
bedzie ponizszy warunek

As>vys+ k. (7.33)

Wowczas, czes¢é rzeczywista i czes¢ urojona moga by¢ dobrze przyblizone
rozwinieciem zerowego rzedu wzgledem /A i k/(As)

2As
u = 2vs. (7.34)

Wtedy réwniez, populacja stanu |01) dana wyrazeniem

2AA? +7)s”

2 —(k+2ys)t —

IC|? = e © v A(cosh(utA) cos(rtA)> ,  (7.35)
bedzie bliska jednosci. Czas t4 odpowiada ekstremum funkcji |6(¢)[?, dlatego
wyznaczenie t 4 wymaga policzenia odpowiednich pochodnych

d

1912 =

S = o,

az .,
— |9 0. 7.36
P > (7.36)

Niestety nie mozna otrzymaé doktadnego rozwiagzania zagadnienia (7.36),
ale wykorzystujac warunki (7.32) oraz (7.33), rozwiazanie to daje sie dobrze
przyblizy¢ nastepujacym rozwinieciem

A(BAG*k + 8¢t + A%k?m)  ?k(BAKT + g% (7% — 4)
+
164 8¢
3 2 42 2,2 2
v (16Ag° kT + 4g*m* + Ak*(7* + 16)
+ 16452 . (7.37)

ta =

Teraz mozna sprawdzi¢ wpltyw wspotczynnika emisji spontanicznej na czas
t4, na jaki nadawca powinien wlaczy¢ swéj laser w etapie przygotowania. W
tym celu warto dla parametréw (7.26) wykresli¢ zalezno$¢ czasu t4 od «y dla
zakresu, w ktérym A > ~. Wykres taki jest przedstawiony na rysunku 7.5.
Wida¢, ze zmiana t 4 jest niewielka, nie przekraczajaca dwoch promili, nawet
dla v = A/10. Operacje nadawcy w etapie przygotowania nalezy podsumo-
waé wzorem na prawdopodobienstwo pomyslnego zakonczenia tej operacji.
Prawdopodobienstwo to jest dane wzorem

Py = lal>+ BP9+ [¢) - (7.38)
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Rysunek 7.5: Wykres zalezno$ci czasu t4 od wartosci wspotczynnika emisji
spontanicznej Einsteina.

W miedzyczasie odbiorca musi wytworzy¢ stan maksymalnie splatany swo-
jego atomu i pola. Roéwniez i ta operacja daje si¢ przeprowadzi¢ tylko w
przyblizeniu. Odbiorca wlacza laser na czas tg, dla ktorego splatanie pola z
atomem bedzie najwicksze. Po tej operacji poduktad odbiorcy znajduje si¢
w stanie

110)p — x1/10)p +ix2|01)5, (7.39)
gdzie
X1 = ﬁ(tB) s
X2 = —i((tg). (7.40)

Stan (7.39) bedzie najblizszy maksymalnie splatanemu, gdy amplitudy x; i
X2 beda tak bliskie sobie, jak to jest mozliwe. Zatem przy wyznaczaniu czasu
tp mozna znowu zastosowacé techniki dobrze znane z analizy

d 2

_ _ — O
dthl X2| ’
d? |2

@’Xl — X2 > 0. (741)

Prawdopodobienstwo, ze podczas tej operacji nie wystapi zadna emisja fo-
tonu z uktadu do otoczenia jest réwne kwadratowi modutu z wektora (7.39),
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czyli
Py = |[xal*+ Ixel?. (7.42)

Ponownie wyznaczanie czasu operacji nalezy zaczaé¢ od wyznaczenia warun-
kéw niezbednych do zblizenia wielkoSci |1 —x2|? do zera. Niestety tym razem
doktadne wyrazenie jest zbyt dtugie, by mogto tatwo wskaza¢ te warunki.
Dlatego zostanie to wyrazenie uproszczone dzigki wykorzystaniu przyblizo-
nych wartosci r i u z réwnan (7.34). Wynikiem tych uproszczen jest réwnanie

X1 — x2|? = fle P[4y sk sinh(2yst ) + k(4As — k) cos(2Ast )
+ (f — 4Ask)(cosh(2ystp) — sin(2Astg)) + x* cosh(2ystp)]
(7.43)

gdzie f = 8(A% + +?)s*> W podobny sposéb uproécié¢ mozna wyrazenie na
prawdopodobienstwo, ze operacja odbiorcy zakonczy sie powodzeniem, do-
stajac

Pg = fle WF9s[(f 4 k2) cosh(2ysty) — K2 cos(2Astp)
+4Akssin(2Astp) + 4yssinh(2vystp)] . (7.44)

Wynik operacji odbiorcy bedzie zblizony do pozadanego, jesli |x; — x2|* ~ 0,
a takze, gdy Pp ~ 1. Z réwnan (7.43) oraz (7.44) wida¢, ze jest to mozliwe,
gdy spetnione zostana nastepujace warunki:

2Astp ~ g , 2ystp ~ 0, K2 < (A*++%)s*.  (7.45)

Okazuje sie, ze réwniez warunki odbiorcy wymagaja natozenia na parametry
ograniczenia (7.33). Przy takim zalozeniu rozwigzanie zagadnienia (7.41)
daje si¢ dobrze przyblizy¢ nastepujacym réwnaniem:

A(8AG*k + 8¢g'm + A%k*mr) N V2 R(AK(3m — 2) + ¢*(7? — 8))
32¢5 32¢6
V3 (32A¢% kT + 8gtm? + A?Kk%(57? + 32))
* 128¢5A2

tp =

. (7.46)

Po wykresleniu zaleznosci ¢ 5(y) na rysunku 7.6 dla parametréw (7.26) widaé,
ze rOwniez czas pracy lasera odbiorcy nie zmienia sie znaczaco w przedziale
wartosci v spetniajacych warunek A > .

W etapie detekcji odbiorca i nadawca wytaczaja swoje lasery, co odpo-
wiada przyjeciu €2 = 0. Woéwcezas hamiltonian efektywny przyjmuje prosta
postaé

Hyg = —(A+iv)sa'aog —ika'a. (7.47)
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Rysunek 7.6: Wykres zaleznosci czasu tp od wartosci wspotczynnika emisji
spontanicznej Einsteina.

Poniewaz wszystkie wyrazy hamiltonianu efektywnego (7.47) sa elementami
diagonalnymi w reprezentacji macierzowej, to wyznaczenie operatora ewolu-
cji ogranicza si¢ do prostego policzenia eksponensu z kazdego z tych elemen-
tow. Dlatego réwnania na ewolucje stanéw poduktadéw odbiorcy i nadawcy
otrzymuje si¢ niemal natychmiast

3(0) a]00) 4 + BU]10) 4 + BCeP5te™wT19)H01) 4

A = ’
VIal2 + 1892 + 1)
. X1|1O>B _|_7:X26iAste—(H+’ys)t|01>B
W(@)s = - . : (7.48)
Xal? + [xal

Po wykryciu przez jeden z detektorow fotonu, stan catego uktadu opisany
jest ponizej przedstawionym wektorem

B(1) = F'(t)[(B¢xa]10)5 — eax2|00)5) @ [00)4 — 32|00 510).4
+iBx2e e (" T19)4(|01) 5[00) 4 + 7€[00) 5[01) 4) (7.49)

gdzie czynnik normujgcy ten wektor w czasie t; zostal oznaczony symbolem
f'(t;). Czynnik ten zdefiniowany jest nastepujaco

71 = [I80al + laxal? + [80xal? + 218 xalPe 209 2 (7.50)

Etap detekcji, konczy si¢ po czasie tp, a stan catego uktadu ostatecznie jest
opisany wektorem |¢(tp)). W etapie odtwarzania odbiorca usuwa czynnik fa-
zowy, tym samym koriczac caly protokoét. Teraz mozna wyznaczyé wiernosé
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teleportowanego stanu oraz prawdopodobienstwo pomyslnego zakonczenia te-
leportacji. W tym celu wyprowadza sie macierz gestosci catego uktadu i za
pomoca $ladu czeSciowego usuwa si¢ z rachunkow zmienne obu poél, a takze
zmienne atomu nadawcy. W ten sposob otrzymuje sie macierz gestosci, opi-
sujacg wytacznie stan atomu odbiorcy

pun = 17(t0)[(Jaxal” + [B0xa]” + 2|B¢xal?e > 192)]0)(0)
—BCx1a" X3 1)(0] = B¢ X axal0) (1] + B P1)(1]] . (7.51)

Wiernoéé teleportowanego stanu w tym ogdlniejszym przypadku jest dana
nastepujacym wyrazeniem

Ftp) = [*(to)xal*[laPI812 (192 — 2Re(Cxaz) + 2¢[2e-27)0)
+¢xazlP181* + o], (7.52)
gdzie wprowadzone zostalo oznaczenie x15 = x1/X2. Jak wspomniano w po-
przednim podrozdziale, konieczne jest usrednienie wiernosci teleportowanego

stanu po wszystkich stanach, ktére moga by¢ teleportowane. Taka Srednia
wiernos¢ jest w przypadku niezerowego v rowna

F(tp) = 1 lé + B — A + (C — B+ é)iauﬂctg(\/a)] ., (7.53)

Cl3 C C/\C
gdzie
A = [Cxe)* + 1+ 2Re(Cxaz) — 2[¢Pe 2019t — )2
B = 2|<|2€_2(H+W)t'3 - ZRQ(CXH) -2+ |19‘2 )
C = [Cxio)? — 14 2|¢|Pe 29 L |y)2. (7.54)

Prawdopodobienstwo sukcesu w tym ogolniejszym przypadku przyjmuje na-
stepujaca postac:
k(1 — e 25H7)tD)) [y |2
K+ s
X (18CP([xazl* +2e72C00) 4 |af* +|B9)) . (7.55)

P(tp) =

Po usrednieniu po wszystkich wartosciach kubitu, otrzymuje sie
o 1— —2(k+7ys)tp 2
P(tD) o "{( € )|X2|
3(k+7s)
< (6P izl + 92 4 21¢Pe 2+ 4 2) . (7.56)
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Teraz mozna powtérzyé¢ wykres zaleznosci $redniej wiernosci teleportowa-
nego stanu i sredniego prawdopodobienstwa sukcesu od dhugosci czasu etapu
detekcji. Tym razem jednak wyniki analityczne dla najprostszego modelu be-
dzie mozna poréwnac nie tylko z wynikami numerycznymi, ale takze i rezulta-
tami analitycznych obliczen bez zaniedbywania ~. Takie poréwnanie $redniej
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Rysunek 7.7: Zalezno$¢ sredniej wiernosci teleportowanego stanu od czasu
trwania etapu detekcji. Najogdlniejsze wyniki numeryczne oznaczone punk-
tami porownane sg z wynikami analitycznymi uwzgledniajacymi wspotczyn-
nik 7 (linia ciggta) i zaniedbujacymi ten wspétezynnik (linia przerywana).

wiernodci teleportowanego stanu otrzymanej przy uzyciu trzech postaci ha-
miltonianu efektywnego przedstawione jest na rysunku 7.7. We wszystkich
przypadkach zostaly uzyte takie same wartosci parametréw, to znaczy war-
tosci (7.26). Punkty odpowiadaja numerycznym wynikom, otrzymanym przy
wykorzystaniu najogoélniejszego z trzech uzywanych hamiltonianow efektyw-
nych, to znaczy hamiltonianu (5.13). Kazdy punkt jest srednia z 10 000
trajektorii. Linia ciggla przestawia wyniki otrzymane analitycznie po adia-
batycznej eliminacji poziomu wzbudzonego. Ta linia ciggla jest wykresem
rownania (7.53). Linia przerywana jest natomiast wykresem réwnania (7.21),
policzonego dla zerowej wartosci . Jak wyraznie wida¢, w przeciwienstwie
do analitycznych wynikéw z poprzedniego rozdziatu, analityczne rozwigza-
nia nie zaniedbujace wspdtczynnika emisji spontanicznej Scile sie zgadzaja
z wynikami numerycznymi dla najogélniejszego modelu. A zatem powstate
rozbieznosci sa wynikiem zaniedbania wspotczynnika emisji spontanicznej z
poziomu wzbudzonego. Stusznos¢ tego wniosku potwierdza wykres zalezno-



7.2. WPLYW EMISJI SPONTANICZNEJ NA TELEPORTACJE 127

Sci $redniego prawdopodobienstwa sukcesu od czasu tp, przedstawiony na
rysunku 7.8. Réwniez i tutaj wzoér analityczny (7.56) uwzgledniajacy nie-
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Rysunek 7.8: Wykres zaleznosci prawdopodobienstwa sukcesu od czasu tp.
Linia ciagta jest wykresem rownania (7.56), linia przerywana jest wykresem
réwnania (7.25). Punkty przedstawiaja wyniki otrzymane numerycznie z
wykorzystaniem hamiltonianu efektywnego (5.13).

zerowg wartosé v daje wyniki (linia ciagla), pozostajace w Scistej zgodnosci
z wynikami numerycznymi (punkty). Tymczasem wykres wzoru (7.25), w
ktorym wspotezynnik v zostal zaniedbany, drastycznie sie rozni od wynikow
numerycznych. Najwidoczniej warunek A > ~ nie wystarcza, aby wspot-
czynnik emisji spontanicznej z poziomu wzbudzonego mogt by¢ zaniedbany
w obliczeniach. Jednak znacznie gorsze jest to, ze warunek ten nie wystarcza
do wyboru takiej wartosci v, dla ktorej uktad teleportacyjny bedzie dziatac¢
wlasciwie. Konieczne jest zatem znalezienie kolejnego warunku pozwalaja-
cego dokonaé prawidtowego wyboru tej wartosci.

Dla prawidtowo wybranej wartosci -y, prawdopodobienstwo sukcesu (7.56),
przyblizajace realny uktad, musi by¢ bliskie prawdopodobienstwu sukcesu
(7.25), ktére jest bliskie idealnemu. Stosunek tych dwoch prawdopodo-
bienstw sukcesu mozna w granicy tp — oo przyblizy¢ nastepujacym wy-
razeniem

P
P(y=0) K4S
Dla wartosci parametréw (7.26) stosunek ten jest réwny okoto 1/2. Tymcza-
sem zblizenie prawdopodobienstwa sukcesu do idealnego przypadku wymaga,
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zeby stosunek ten byt bliski jednosci. Jest to mozliwe tylko i wyltacznie wtedy,
gdy parametry beda spetniaé¢ nastepujacy warunek

K>S, (7.58)

W tym miejscu pojawia sie pytanie dlaczego warunek A > v nie jest wy-
starczajacy do zaniedbania wspoétczynnika v. Otoz gtéwnym powodem jest
etap detekcji. Czas trwania etapu detekcji jest specjalnie na tyle duzy, aby
czynnik tlumiacy & w hamiltonianie efektywnym (7.47) silnie wptynal na
stan uktadu. Jednak dla parametréw (7.26), vs jest niemal doktadnie réwne
warto$ci kK 1 w zwigzku z tym emisja spontaniczna z poziomu wzbudzonego
bedzie mie¢ rownie silny wplyw na stan calego uktadu. Tak wiec bezkry-
tyczne zaniedbanie czynnika v w etapie detekcji jest powaznym btedem.

Uzupehiony zestaw warunkéw ma nastepujaca postaé: (A = A’ Q =g,
As > ys+r, A >, § > k> ~s). Warto na koniec tego podrozdziatu prze-
testowac ten zestaw, wybierajac wartosci parametrow zgodne ze wszystkimi
warunkami z tego zestawu i wykreslajac dla tych nowych wartosci zaleznosci
sredniej wiernosci i sredniego prawdopodobienstwa sukcesu od czasu tp. W
tym celu wybrano nastepujace parametry:

(A;Q; 957 k)/2n = (100;10;10;0,05;0,01)MHz. (7.59)

Latwo daje sie sprawdzié, ze wartosci (7.59) sa zgodne ze wszystkimi zato-
zeniami. Mozna zatem oczekiwac, ze teraz teleportacja bedzie przebiegaé
niemalze tak, jak w przypadku idealnym z v = 0. Na rysunku 7.9 wykre-
Slona jest Srednia wiernosé¢ teleportowanego stanu, otrzymana numerycznie
(punkty), policzona ze wzoru (7.53) (linia ciagta) oraz ze wzoru (7.21) (li-
nia przerywana). Jak widaé, ciezko jest odréznié wyniki numeryczne, naj-
bardziej ogélne, od wynikow analitycznych i to nawet tych zaniedbujacych
wspotezynnik v. Ostatecznym dowodem, na to, ze dzicki nowemu zatozeniu
wartodci parametrow zostaly wybrane wlasciwie, jest wykres zaleznosci Sred-
niego prawdopodobienstwa sukcesu od czasu tp. Z rysunku 7.10 widac, ze
prawdopodobienstwo sukcesu policzone numerycznie i analityczne z zacho-
waniem niezerowej wartosci 7y jest juz bardzo zblizone do wartosci 0,5. Nie
jest ono tak bliskie, jak w przypadku modelu przyjmujacego zerowa wartoscé
v, ale réznice sg juz stosunkowo niewielkie. Nalezy tez wspomnie¢ o tym, ze
niepozadane efekty zwigzane z emisja spontaniczna z poziomu wzbudzonego
moga by¢ dowolnie zmniejszane (przynajmniej w teorii) przez zmniejszanie
vs w stosunku do k.
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Rysunek 7.9: Poréwnanie srednich wiernosci otrzymanych analitycznie przy
uwzglednieniu ~y (linia ciagla) i przy zaniedbaniu v (linia przerywana) dla
wartosci parametréow (7.59). Punkty przedstawiaja wyniki otrzymane nume-
rycznie.
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Rysunek 7.10: Srednie prawdopodobienistwo sukcesu dane wzorem (7.56) (li-
nia ciagta), wzorem (7.25) (linia przerywana) oraz policzone numerycznie
(punkty) dla parametréow (7.59).
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7.3 Nadmiarowe kodowanie w teleportacji

Teleportacja standéw atomowych uktadem zaproponowanym przez Bosego i
innych udaje sie co najwyzej w 50 procentach przypadkéw. Przyczyna tego
ograniczenia prawdopodobienstwa pomyslnego zakonczenia teleportacji jest
mozliwos¢ wykrycia tylko dwoch stanéow Bella. Pozostate dwa wyniki pota-
czonego pomiaru, odpowiadajace wykryciu emisji dwoch fotonéow badz nie
wykryciu zadnej emisji koncza teleportacje niepowodzeniem. W takich przy-
padkach nie tylko informacja kwantowa nie zostanie przestana do odbiorcy,
ale zostanie nieodwracalnie zniszczona. Jesli informacja kwantowa jest znana
nadawcy, to zniszczenie jej nie jest problemem. Po prostu nadawca jeszcze
raz przygotuje stan poczatkowy atomu i ponowi probe teleportacji. Inaczej
sprawa wyglada, jesli przesytana wartos¢ kubitu nie jest znana nadawcy, a
w dodatku jest cenna. Moze by¢ na przyktad wynikiem dtugich obliczen.
W takim przypadku bezpowrotna strata tej kwantowej informacji moze by¢
nie do przyjecia. W swoim artykule Bose i inni [19] twierdza, ze problem
ten mozna obejs¢, uzywajac nadmiarowego kodowania. Bardziej konkretnie
zaproponowali oni zastosowanie pomystu van Enka i innych [97], polega-
jacego na zakodowaniu wartosci kubitu w stanie splatanym dwoch kubitow.
Drugi kubit peni role kubitu bezpieczenstwa i to w nim znajdzie sie informa-
cja kwantowa w przypadkach wystapienia niekorzystnych wynikéw pomiaru.
Dzigki takiej asekuracji protokot teleportacyjny moze by¢ powtarzany tak
dhugo, az zakonczy sie pomyslnie.

W tym podrozdziale zostanie przedstawiony protokoét teleportacji stanu
atomu z asekuracja, zaprezentowany przez autora tej rozprawy w artykule [86].
Zostanie takze pokazane, ze takie kodowanie nie ratuje informacji kwantowe;
w obu niekorzystnych wynikach pomiaru.

W swojej propozycji van Enk i inni uzyli atomu jako kubitu zapaso-
wego. Rachunki mozna jednak uprosci¢, jesli kubitem zapasowym bedzie
stan pola. Wprowadzenie drugiego atomu powoduje, ze uktad potrzebowac
bedzie wektora z wigkszej przestrzeni Hilberta. Niech warto$é¢ kubitu bedzie
na poczatku zakodowana w nastepujacym stanie atomu nadawcy: «|0)+3|1).
Woéwezas stanem splatanym atomu i pola, zapewniajacym nadmiarowym ko-
dowaniem asekuracje, jest stan

a(|00)4 + [11)4) + B(|01)4 + [10).4) - (7.60)

Niestety van Enk i inni nie podali sposobu na zakodowanie stanu atomu do
takiego stanu splatanego, a jedynie pokazali jego uzytecznos¢ w komunikacji
pomiedzy uktadami typu atomy-wneka. Odkrywanie algorytmu realizuja-
cego takie kodowanie warto zaczaé od zatozenia, ze mod pola wneki nadawcy
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na poczatku znajduje sie w superpozycji stanu prozni i stanu jednofotono-
wego (|1) + |0)). Taki stan pola mozna z tatwoscia wygenerowaé, wykorzy-
stujac drugi atom umieszczony wewnatrz wneki. Po takim przygotowaniu
poczatkowego stanu pola drugi atom znajdzie sie w stanie |0) i nie musi by¢
brany pod uwage w rachunkach. Warto rozwazania zacza¢ od takiego stanu
poczatkowego pola, poniewaz wowczas stan poczatkowy catego uktadu jest
superpozycja czterech standéw, co czyni go nieco podobnym do pozadanego
stanu (7.60), jak wida¢ ponizej

a(]00) 4 + [01) 4) + B(|11) 4 + [10)4) . (7.61)

Teraz wida¢, ze algorytm, wprowadzajacy nadmiarowos$¢ musi wymienic¢ jedng
pare amplitud, nie ruszajac drugiej pary. Zatem caly algorytm przeprowa-
dzenia poczatkowego stanu (7.61) do zabezpieczonego stanu (7.60) sprowadza
si¢ do zastosowania bramki CNOT. Niestety zrealizowanie bramki CNOT nie
jest zadaniem prostym w modelu zakladajacym €2 > ¢ czy nawet 2 = g.
Wiekszos¢ propozycji realizacji bramki CNOT na atomach we wnece rezo-
nansowej narzuca na parametry warunek 0 < g [98-102]. W modelach
prezentowanych w rozdziale 6 nie ma takiej operacji, ktora warunkowo zmie-
niataby liczbe jedynek w stanie |zn). Operacje o$wietlania atomu jednym
laserem L moga dziata¢ warunkowo”, poniewaz faza zalezy w nich od stanu
pola i wszystkich atomow, ale nie zmieniajg liczby jedynek. Z kolei opera-
cje oSwietlania atomu dwoma laserami L i L' zmieniajg liczbe jedynek, ale
stan nie zmienia si¢ zaleznie od stanu pola we wnece, czy standéw innych
atomow. Mozna jednak potaczyé oba rodzaje tych operacji, by zmieniac¢
liczbe jedynek warunkowo. W informatyce kwantowej znana jest mozliwosé
ztozenia bramki CNOT z dwoch bramek Hadamarda i jednej dwukubitowej
sterowanej bramki Z [42]. Wystarczy zadziata¢ na kubit sterowany bramka
Hadamarda, nastepnie uzy¢ dwukubitowej sterowanej bramki Z i ponownie
zadziala¢ na kubit sterowany bramka Hadamarda. Dziatanie warunkowej
bramki Z polega na wprowadzeniu czynnika fazowego —1 tylko i wytacznie
wtedy, gdy oba kubity sa w stanie |1), jak to jest przedstawione ponizej

00) — [00), |01) — |01), [10) — |10}, [11) — —|11).  (7.62)

Schematycznie taka realizacje bramki CNOT przedstawiono na rysunku 7.11.
Operacje o$wietlania atomu jednym laserem umozliwiaja dodanie czynnika
fazowego —1 wylacznie przy stanie |11), jednak oprécz tego czynnika fazo-
wego pojawiajg sie tez inne. Operacje oSwietlania dwoma laserami atomu
tez nie realizuja doktadnie bramki H, bo wprowadzaja czynnik fazowy i. Po-
mimo tego, jak przedstawione to zostanie ponizej, operacje z podrozdziatu 6.2
pozwalaja na zabezpieczenie wartosci kubitu. Dla uproszczenia ponizszych
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Rysunek 7.11: Schemat budowy bramki CNOT z bramki sterowanej Z i
dwdch bramek Hadamarda.

rachunkow zatozone zostanie, ze 05 jest na tyle wigksze od k, ze w opera-
cjach o$wietlania atomu laserem przyja¢ mozna x = 0. Ponadto nalezy tu
réwniez wspomnie¢ o tym, ze chociaz operacje z podrozdziatu 6.2 pozwalaja
wyznaczaé ewolucje wielu atomow uwiezionych we wnece rezonansowej, to sa
rowniez prawidtowe w przypadku tylko jednego atomu we wnece i moga by¢
wykorzystane do opisu urzadzenia z rysunku 7.12.

Caly protokoét teleportacji z asekuracja sktada sie z czterech etapéw: (i)
etapu kodowania, (ii) etapu detekcji I, (iii) etapu detekcji II i (iv) etapu
odtwarzania.

(i) etap kodowania

Pierwszy etap protokotu wymaga od nadawcy wykonania az czterech opera-
cji. Dlatego dla nadawcy etap kodowania ztozony jest z czterech krokow.

(a) Na poczatku nadawca witacza oba swoje lasery L, i L'y na czas t; =
7/(464). W ten sposéb wykonywane sa operacje (6.52) i (6.53), ktore maja
zastapi¢ pierwszg bramke Hadamarda. Po tym pierwszym kroku poduktad
przechodzi do stanu

[B)a = a(]01) 4 +i|11)4 + [00) 4 + i|10) 4)
+3(]111) 4 + 7|01 4 4 [10)4 +7]00) 4) . (7.63)

(b) Nastepnie nadawca wylacza laser L', ale laser L4 nadal pozostaje
wlaczony. Nadawca musi wykonaé jednoczesnie operacje (6.37) i (6.45), zeby
wprowadzi¢ czynnik fazowy —1 tylko do amplitudy stanu [11). Niestety te
operacje wprowadzaja takze inne czynniki fazowe i w zwigzku z tym niedo-
ktadnie realizujg sterowang bramke Z. Nadawca wylacza rowniez i laser L4
po czasie t9, ktory musi spetni¢ jednocze$nie dwa warunki t9d5 = 2mqm i
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Rysunek 7.12: Schemat urzadzenia do teleportowania stanéw jednego atomu
z asekuracja.

t9v/205 = (2my + 1)7. Niestety jest to mozliwe tylko w przyblizeniu. Przy-
blizenie to jest jednak bardzo dobre dla m; = 6 i my = 8. Po tej operacji
stan poduktadu nadawcy jest dobrze przyblizony wektorem

D)4 = a(e®™F[01)4 — ie®2|11) 4 + |00) 4 + i F[10) 4)
FB(—e 2| 11) 4 + i F|01) 4 + €9 F[10) 4 +[00) 4) . (7.64)

(¢) Wprowadzone w poprzednim kroku czynniki fazowe sa powazna prze-
szkoda. Nie mozna ich usunac¢, ale mozna sprawic, aby nie uniemozliwity wy-
konania nadmiarowego kodowania. W tym celu nadawca czeka przez czas t3
z wylaczonymi laserami. Ewolucja stanu poduktadu jest dana przez (6.28).
Czas tego kroku jest tak dobrany, aby zostal spelniony warunek ¢(t3) =
—e3(t2/2) Wéwezas poduktad przechodzi do stanu

[U)a = a(e™7 (|01)a+i[11)4) + |00).4 — i[10) )
1B F (|11 4 +401)4) — [10)4 +00)4).  (7.65)
(d) W czwartym kroku etapu kodowania nadawca ponownie wtacza oba

swoje lasery L i L), na czas t;. Znowu operacje (6.52) i (6.53) zastepuja
bramke Hadamarda, tym razem druga. Po tym kroku oba lasery zostaja
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wytaczone, a stan poduktadu jest dany wektorem
W)y = e®F3(B01) 4+ al11)4) + |00, — B|10)4.  (7.66)

Wraz z koncem czwartego kroku konczy sie dla nadawcy etap kodowania.
Chociaz stan systemu nadawcy (7.66) po kodowaniu r6zni sie od pozadanego
stanu splatanego (7.60) dodatkowymi czynnikami fazowymi, to poczatkowy
stan atomu jest zabezpieczony i nie zostanie zniszczony zadnym pomiarem
wykonanym na polu wneki nadawcy. Jesli nadawca wykryje ucieczke jednego
fotonu ze swojej wneki, to jego system przejdzie do stanu (3|00) 4 +a|10) 4. W
przeciwnym wypadku, gdy detektor nie zarejestruje zadnego fotonu, nadawca
pozostaje ze stanem «|00) 4 — 3]10) 4. Jak widaé wystarczy tylko zadziataé
na atom kwantowg bramka NOT albo kwantowg bramka 7, zeby odtworzy¢
oryginalny stan nadawcy.

Etap kodowania nie rézni sie niczym dla odbiorcy od etapu przygotowa-
nia w najprostszym protokole teleportacyjnym. Poczatkowo atom odbiorcy
znajduje sie w stanie [1), a jego pole w stanie prézni. Odbiorca musi jedynie
wykonaé operacje (6.35) w celu wytworzenia maksymalnie splatanego stanu
atomu i pola. Zatem wlacza laser Lp na czas t, = m/(405), otrzymujac

1
NG

Ponownie zaktada si¢ dla prostoty, ze nadawca i odbiorca koordynujg tak
swoje dziatania, ze konczg wszystkie swoje dziatania doktadnie w tym samym
momencie. Wowezas stan catego uktadu jest opisany nastepujacym wektorem

W) = —=(|10)5 +il01)5). (7.67)

Uy = [e%3i(8l01)a + a|11)4) + @|00) 4 — 510 4]
®(]10)p + ¢|01) B) . (7.68)

(ii) etap detekcji 1

W drugim etapie protokolu nadawca wykonuje potaczony pomiar stanu pol
obu wnek rezonansowych. Podobnie do teleportacji bez asekuracji pomiar
ten polega na czekaniu z wylaczonymi laserami przez czas tp i rejestrowa-
niu wskazan obu detektoréw. Jednak w przeciwienstwie do poprzedniego
protokotu tym razem rozwazone zostana przypadki wszystkich wynikéw po-
taczonego pomiaru. Dla uproszczenia wzoréw dalej zatozone zostanie, ze
tp > k11w zwigzku z tym wyrazy zawierajace czynnik exp(—ktp) be-
dzie mozna zaniedba¢. Etap detekcji zakonczy sie powodzeniem tylko wtedy,
gdy nastapi pojedyncza emisja fotonu. Pomimo tego mozna oczekiwac, ze w
przypadku zarejestrowania dwoch fotonow lub nie zarejestrowania zadnego,
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informacja kwantowa zostanie zachowana dzieki uzyciu nadmiarowego kodo-
wania. Poniewaz wszystkie lasery sa wytaczone, ewolucja stanu systeméow
nadawcy i odbiorcy jest dana wektorem

0y = [ei53%ie_“t(ﬂem”ei53t|01>A + a|11) 4) 4+ ae™t00) 4 — B[10) 4]
®(]10)  + ie"Arteiste™|01) g) . (7.69)

Jesli zaden z detektoréw nie zarejestruje emisji zadnego fotonu do konca tego
etapu, to wtedy exp(—xtp) =~ 0 i dlatego uktad przechodzi do stanu

T) = (B|10)4 — ™ 2[00 4) ® [10) . (7.70)

Czas etapu pierwsze]j detekcji nie jest $cile sprecyzowany, wiec bez problemu
mozna dobraé ten czas tak, zeby spelniat warunek exp(iA,tp) = —1. Wtedy
stan podukladu nadawcy jest dany wektorem «|00)4 + ]|10)4. Nie zaob-
serwowanie zadnej emisji jest pierwszym z dwédch niekorzystnych wynikow
potaczonego pomiaru i, jak wida¢, stan poczatkowy atomu nadawcy nie zo-
stal zniszczony.

Jesli ewolucja zostanie przerwana w czasie t; przez zasygnalizowanie emi-
sji przez jeden z detektoréow, to zdarzeniu takiemu odpowiada zadziata-
nie operatora emisji (7.11) na stan (7.69). Pézniej ewolucja dana réwna-
niem (6.27) jest kontynuowana

D) = e F (BeiBrtei®)00) 4|10) 5 + |10) 4]10) )
+ee'rtei%3h (e 00) 4|00) g — 3]10)4]00) B)
_i_?:eflitei(sg % eiArt€i63tj [eiArtei(;gtj
xe3(=4) 3(€|01) 4]00) 5 + [00) 4]01) 5)
+a(e|11) 4]00) g + €E1)(10) 4]01) 5)] . (7.71)

Jedli jeden z detektorow zarejestruje wykrycie drugiego fotonu w czasie t.,
wtedy uktad przechodzi do stanu

(W) = BeiBricei¥ste(c 4 €1)[00)4]00)
+a(e + e4))10) 4]00) 5 . (7.72)

Niestety chociaz nadawca wykonatl nadmiarowe kodowanie, to stan poczat-
kowy jego atomu zostal zniszczony w tym przypadku. Jest to wynikiem
obecnosci czynnikéw (e 4 ¢;) i (€ + e;e?®t%))  zmieniajacych w losowy
sposéb warto$¢ bezwzgledna amplitud obu stanéw w superpozycji (7.72).
Gdyby oba te czynniki byly identyczne, to zostatyby wyeliminowane w wy-
niku unormowania stanu. Niestety kiedy mod pola wneki nie znajduje sie
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w stanie prézni, to drugi wyraz w hamiltonianie efektywnym (6.26) wpro-
wadza do takiego stanu czynniki fazowe, ktore zalezg od Ny, czyli od liczby
atoméw znajdujacych sie w stanie |0). Dlatego tylko stany [01)4 i [01)p
maja w amplitudzie czynnik fazowy exp[ids(t — t;)] w superpozycji (7.71), a
stan |11)4 nie ma. Niestety nie mozna ostabi¢ wpltywu drugiego wyrazu w
hamiltonianie efektywnym (6.26) na stan uktadu, poniewaz mozna to tylko
zrobi¢, ostabiajac oddzialywanie atomu z modem pola we wnece. Tymczasem
oddziatywanie to jest niezbedne przy wykonywaniu wielu waznych operacji,
takich jak na przyktad przenoszenie stanu atomu na stan pola. Mozliwe jest
natomiast sprawienie, by wszystkie stany w superpozycji mialy taka sama
liczbe atoméw w stanie |0) czyli NVy. Wowcezas czynniki, ktére zmieniaja
modul amplitud sa wspélne dla catego stanu. Dlatego splatany stan dwoch
atomow po zastosowaniu nadmiarowego kodowania mozna odzyska¢ po obu
niepomyslnych wynikach potaczonego pomiaru.

Jesli wynik pomiaru jest pomyslny, to znaczy w ciggu czasu tp nadawca
zarejestruje tylko jedng emisje to stan catego uktadu przy wczesniej przyje-
tym zalozeniu: exp(iA,tp) = —1 jest dany wektorem

) = e (a]10)4]10)5 — Be7|00) 4|10) 5)
+€e3% (|00) 4|00) g 4 3]10) 4]00) 5) . (7.73)

Widac, ze systemy nadawcy i odbiorcy po pierwszym etapie detekcji znajduja
sie nadal w stanie splatanym. Co ciekawe, w stanie (7.73) kwantowa informa-
cja, poczatkowo nalezaca tylko do nadawcy, jest teraz wspotdzielona przez
obie strony. W celu ostatecznego przestania tej informacji nadawca musi
usunaé to splatanie przez wykonanie pomiaru stanu swojego atomu. Moz-
liwe jest tez odestanie informacji z powrotem do nadawcy. Moze to jednak
zrobi¢ wylacznie odbiorca, mierzac stan swojego atomu. Jednakze przypadek
odsylania informacji nie bedzie dalej rozwazany.

(iii) etap detekcji 11

W trzecim etapie protokotu nadawca wykonuje pomiar stanu swojego atomu,
podczas gdy odbiorca czeka z wytaczonymi laserami. Pomiar odbywa sie w
dwoch krokach.

(a) Najpierw nadawca odwzorowuje stan swojego atomu na stan modu
pola swojej wneki. Wlacza laser Ly na czas t, = m/(205), wykonujac w ten
sposob operacje (6.31) 1 (6.46).

(b) Nastepnie czeka przez czas tp z wylaczonymi laserami, rejestrujac
wskazania detektorow. Ponownie czas pomiaru wybrany jest tak, zeby wa-
runek exp(iA,tp) = —1 byl spelniony. Ewolucja stanu catego uktadu w tym
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kroku jest nastepujaca

) = je ettt ity 101)4 ® (046163%2 110) 5 + Bee'stieiArtacifrt|00) 5)

—e%5]00) 4 ® (B |10) 5 — aee™ e |00) 5). (7.74)

Jesli ktorys detektor zasygnalizuje wykrycie emisji w czasie tp, to wtedy po
tym kroku poduktad odbiorcy przechodzi do stanu

U) = al10)p + 66]00), (7.75)

gdzie 0 = —eexp(iA,t4) exp(ids(t; —t2/2)). W przeciwnym przypadku, gdy
nie zostanie wykryta emisja zadnego fotonu, to poduktad odbiorcy po tym
kroku znajdzie sie w stanie

) = BJ10)5 + al00)s, (7.76)

gdzie ¢ = eexp(iA,ty) exp(—idsts/2). Po tym etapie poduktad nadawcy
pozostanie w stanie |00) 4.

(iv) etap odtwarzania

Po drugim etapie detekcji nadawca przesyta odbiorcy klasycznym kanatem
informacyjnym wyniki pomiaréw. Teraz odbiorca musi wykonaé¢ niezbedne
lokalne operacje, zeby odzyskac¢ poczatkowy stan atomu nadawcy. Jego dzia-
tania zalezg od wynikéw pomiaréow.

Jesli w trzecim etapie nastapila emisja, to odbiorca potrzebowaé¢ bedzie
dwéch krokéw. Najpierw czeka z wytgczonymi laserami przez taki czas ty,
ze Oeirte = 1. Nastepnie wlacza oba swoje lasery na czas t5 = 7/(204),
wykonujac operacje (6.50) i (6.51), ktére odpowiadaja zadziataniu kwantowa
bramka NOT.

Jezeli podczas trzeciego etapu nie nastapita zadna emisja, woéwczas od-
biorca po prostu czeka z wylaczonymi laserami przez taki czas t,, zeby spet-
niony byt warunek ¢e®rts = 1.

Ostatecznie, po zakonczonym pomyslnie protokole, atom odbiorcy bedzie
sie znajdowal w stanie «|0) + 5|1).

7.4 Nieefektywny pomiar w teleportacji

W analizach wczesniej opisywanych protokotéw zatozono, ze detektory sa
doskonate. Rowniez nie wzieto pod uwage mozliwosci absorpcji fotonu przez
lustra albo ptytke Swiattodzielaca. Tymczasem w rzeczywistych eksperymen-
tach nieefektywnos¢ detektoréw, jak i pochtanianie w elementach optycznych
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sg powaznymi problemami. Pomys$lne zakonczenie teleportacji w przedsta-
wionych protokotach zalezy od otrzymania prawidtowych wynikéw pomiaru.
Jesli na przyktad w etapie detekcji z uktadu uciekna dwa fotony, lecz wsku-
tek absorpcji badz nieefektywnej detekeji zostanie wykryty tylko jeden z nich,
to obie komunikujace sie strony beda przekonane o udanym przestaniu ku-
bitu, podczas gdy w rzeczywistosci caty uktad znajdowac si¢ bedzie w stanie
iloczynowym. Jeszcze gorzej wyglada sprawa w przypadku teleportacji z
asekuracja, poniewaz tam dalsze dziatania obu stron zaleza od niepewnego
wyniku. Nadmiarowe kodowanie protokotu teleportacji z asekuracja w tym
rodzaju zaklécen nie jest w niczym pomocne. Zeby mdc wykorzystaé opi-
sane w podrozdziale 2.8 , gtosowanie wickszoscia” konieczne jest zakodowanie
chronionego stanu w stanie splatanym przynajmniej trzech kubitow. Dla-
tego zjawiska absorpcji muszg by¢ tak sttumione, zeby ich wplyw na wynik
dziatania protokotow byt zaniedbywalnie maty. Na przyktad wprowadzenie
absorpcji w lustrach wneki rezonansowej juz na poziomie réwnania ,master”
skutkuje pojawieniem si¢ w hamiltonianie efektywnym (5.13) dodatkowego
wyrazu —ixk'a’a oraz dodatkowego operatora emisji C' = v/2x'a, gdzie &/
jest wspotezynnikiem opisujacym ttumienie spowodowane tag absorpcja. Aby
wplyw pochtaniania w lustrach mégt by¢ pomijalny nalezy do budowy wneki
rezonansowej wybrac lustro czesciowo przepuszczalne, dla ktorego spetniony
bedzie warunek x > k’. Niestety speklienie tego warunku w obecnie do-
stepnych optycznych wnekach rezonansowych wymaga przyjecia wartosci k
ponad stukrotnie wiekszej niz warto$¢ wymagana w przedstawionym modelu
teleportacji [73,76].

Zmacznie blizej obecna technika jest osiggniecia efektywnosci detektoréw
wymaganych przez model Bosego i innych. Najblizsze ideatu sa detektory
VLPC (visible-light photon counters) oparte na efekcie lawinowego wzmoc-
nienia sygnalu wewnatrz potprzewodnika. W tych detektorach zbudowanych
z kawatka krzemu, znajdujacego si¢ w polu elektrostatycznym, w wyniku zja-
wiska fotoelektrycznego wewnetrznego powstaje pojedyncza para elektron-
dziura. Pod wptywem dziatania pola elektrycznego elektron przyspiesza i roz-
poczyna lawing, zwickszajaca liczbe nosnikow tadunku. Testy wykonywane
na tych detektorach wskazuja, ze efektywnosé tych urzadzen moze przekro-
czy¢ 90% [79,103]. Shigeki Takeuchi i inni przedstawili w artykule [79] wyniki
do$wiadczenia, w ktérym zmierzona zostata efektywnosé wykrycia pojedyn-
czego fotonu w detektorze VLCP réwna 88%. Detektory tego typu maja
ponadto mozliwo$¢ rozréznienia jednego fotonu od dwoch fotondow, co po-
zwala odrozni¢ przypadki trafienia dwoch fotonéw do jednego detektora od
pomyslnych realizacji protokotu. Zaréwno wysoka efektywnosé jak i zdol-
no$¢ rozrézniania liczby fotondéw sprawiaja, ze obecnie dostepne detektory
wydaja sie by¢ wystarczajaco bliskie idealnym, by méc postuzyé¢ w urzadze-
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niu teleportacyjnym zaproponowanym przez Bosego i innych. Przypuszcze-
nia te tatwo mozna sprawdzi¢ poprzez zastapienie w rachunkach operatorow
emisji (4.13) i (4.14) operatorami emisji (4.20) i (4.21). Prawdopodobien-
stwo sukcesu zmniejsza sie wowczas do wartosci danej nastepujacym wzo-
rem: Py (n) = nPsu. Wzér ten jest zgodny z intuicja, poniewaz tylko czesé
pomyslnych przypadkéw emisji jednego fotonu zostanie przez niedoskonate
detektory zarejestrowana. Dla wartosci parametréw (7.59) efektywnos$é 88%
zmniejsza prawdopodobienstwo sukcesu z 49% do 43%. Redukcja prawdopo-
dobienstwa pomyslnego zakonczenia protokotu nie jest wiec zaniedbywalnie
mata, ale nie jest tez duza. Znacznie gorszy wptyw na teleportacje maja przy-
padki niewykrycia jednej z dwoch emisji. Dwukrotne zadziatanie operatorem
emisji na potaczony stan nadawcy i odbiorcy w etapie detekcji powoduje, ze
etap ten konczy si¢ stanem |®(tp)) = |00)4 ® |00)5. Tymczasem z powodu
niezarejestrowania jednej z tych emisji przypadek taki zostanie przez nadawce
uznany blednie za pomyslny. Niestety konsekwencja takich btedow bedzie
zmniejszenie sie Sredniej wiernosci teleportowanego stanu. Takie same skutki
powoduje niewykrycie emisji podczas etapu przygotowania, jednak prawdo-
podobienstwo takiego zdarzenia jest bardzo mate i dla otrzymania prostych
wzoréw zdarzenie takie zostanie zaniedbane. Prawdopodobienstwo mylnego
uznania przypadku teleportacji z dwoma emisjami w etapie detekcji za udany
jest dane nastepujacym wzorem: Ppy(n) = 2n(1—n)P; Py, gdzie prawdopo-
dobienstwo wystapienia dwoch emisji w etapie detekcji Pog najtatwiej mozna
obliczy¢, odejmujac od jednoéci prawdopodobienstwo wystapienia tylko jed-
nej emisji i prawdopodobienstwo braku jakiejkolwiek emisji. Prawdopodo-
bienstwo nie wystapienia zadnej emisji ani w etapie przygotowania, ani w
etapie detekcji jest réwne Py Py(tp), a po usrednieniu po wszystkich stanach
poczatkowych przyjmuje nastepujaca postac

- 1
Poemi = ¢ Pp(1+ e 2D (e e 1 2) (7.77)

Wiec ostatecznie dostaje sie nastepujacy wzér na srednie prawdopodobien-
stwo mylnego potraktowania porazki jako sukcesu:

Puyi(n) = 2n(1 = n)(P1 — Pau(tp) — Poemi) , (7.78)
gdzie

1
Pr=gPp2+e ™). (7.79)

Atom odbiorcy po protokole uznanym za pomyslny znajdowaé sie bedzie w
stanie mieszanym opisanym nastepujaca macierza gestosci
Fsuk(tD)patB + mel(”) ’O> <0‘

T Paslto) + Pag(n) (70
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A zatem wierno$¢ w przypadku uzycia niedoskonatych detektoréw o efektyw-
nosci n jest dana wzorem

Pou(tp)F(tp) + Puy(n)2/3
?suk@D) + ?myl (7])

F(n) (7.81)

Dla parametréw (7.59) detektor o efektywnosci n = 88% powoduje mozli-
wo$¢ popelienia pomytki w okoto 3% przypadkéw i w konsekwencji redukeje
Sredniej wiernosci z 99,9% do 97,8%. Jak widaé, na szczeScie, wptyw nie-
efektywnosci detektoréw na $rednig wiernosé teleportowanego stanu nie jest
na tyle duzy, by mogt by¢ przyczyna zrezygnowania z prob eksperymentalnej
realizacji opisywanego modelu. W przypadku usredniania przy przyjeciu naj-
bardziej naturalnego rozktadu prawdopodobienstwa wystepowania wartosci
kubitéw, redukcja sredniej wiernosci jest tylko nieznacznie wieksza i nadal
nie stanowi powaznego problemu.

Ostatnig przeszkoda w teleportacji stanéw atomowych sg ciemne zliczenia
w niedoskonatych detektorach. Ta wada detektorow polega na wskazywaniu
przez detektor wykrycia fotonu chociaz w rzeczywisto$ci nie miata miejsca
zadna emisja fotonu. Niestety takie ciemne zliczenia bedg powodowaé zmniej-
szenie Sredniego prawdopodobienstwa sukcesu i zmniejszenie Sredniej wier-
nosci teleportowanego stanu. Jedyne co mozna zrobié, to ostabi¢ wptyw tego
zjawiska na proces teleportacji przez dobranie takiego detektora i takich pa-
rametrow, zeby czas oddzielajacy wystapienia ciemnych zliczen byt srednio
znacznie wiekszy od czasu trwania teleportacji. Niestety detektory o duzych
efektywnodciach cechujg sie tez stosunkowo duzymi czestosciami ciemnych
zliczen. W detektorze testowanym przez Takeuchiego ciemne zliczenia wyste-
powaly z czestoscig 20 kHz. Zatem pomiedzy kolejnymi ciemnymi zliczeniami
uptywa $rednio 50 us. Niestety doktadnie tyle samo trwa etap detekcji i w
zwigzku z tym wplyw ciemnych zliczen na teleportacje bedzie duzy. Dlatego
obecnie istniejace detektory musza zosta¢ udoskonalone przynajmniej w tej
dziedzinie, zeby mogty postuzy¢ w doswiadczalnym teleportowaniu stanow
atomowych.



Rozdzial 8

Teleportacja stanéw splatanych

Teleportacja z asekuracja stanu pojedynczego atomu jest w modelu zapro-
ponowanym przez Bosego i innych niemozliwa do wykonania. W podroz-
dziale 7.3 wykazano, ze wbhrew temu, co Bose i inni twierdzili w artykule [19],
stan poczatkowy mozna uratowaé tylko w jednym z dwoch niepomysinych
przypadkéw. Oczywiscie daje sie zrealizowaé teleportacje z asekuracja stanu
pojedynczego atomu w innych modelach, na przyktad takich, w ktérych atom
sprzezony jest z dwoma modami pola wneki rezonansowej [104]. Jednak w
uktadzie wykorzystanym do teleportacji przez Bosego i innych nadmiarowe
kodowanie zaproponowane w artykule [97] wydaje sie by¢ przydatne tylko do
teleportowania stanéw dwoéch lub wiekszej liczby atomow. Stany takie mu-
szg mie¢ ponadto zawsze takie same liczby Ny. Stanem spehliajacym takie
warunki jest stan splatany dwoch atomow

al1)1]0)2 + 3[0)1]1)2 . (8.1)

Jak wida¢, ten stan splatany jest superpozycja dwoch stanéw o takiej sa-
mej liczbie Ny = 1, wiec kubit zakodowany w amplitudach « i § mozna
przestaé, zabezpieczajac sie przed kazdym niepomys$lnym wynikiem pomiaru.
Poza takim praktycznym aspektem zajecia sie teleportacja stanu (8.1), silng
motywacja jest rOwniez rosngce zainteresowanie algorytmami i protokotami
wykorzystujacymi wieksza, niz jeden liczbe kubitéw [105-107]. Nie jest to
dziwne zwazywszy, ze praktyczne zastosowania algorytméw kwantowych wy-
magaja uzycia rejestrow kwantowych o duzych rozmiarach. Jednym z zagad-
nien znajdujacych sie w centrum zainteresowania jest réwniez teleportacja
stanéw splatanych. Oczywiscie stan splatany dwoch atoméw (8.1) mozna
teleportowac, wykonujac niezaleznie teleportacje stanu kazdego z atomow.
Jednak dwukrotne powtoérzenie protokotu oznacza mniejsze prawdopodo-
bienstwo sukcesu. W przypadku modelu Bosego i innych teleportacja stanu
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dwoch atoméw bedzie miata co najwyzej 25% szanse powodzenia. Tymcza-
sem dla stanéw fotonowych w postaci (8.1) Lee [108] zaproponowal protokét
konczacy sie powodzeniem w potowie przypadkéw. Autorowi tej rozprawy
udato si¢ zaprojektowac protokot, ktory teleportuje splatane stany atomowe z
prawdopodobienstwem sukcesu zblizonym do 50%, a ponadto wykorzystuje
nadmiarowe kodowanie, pozwalajac na wielokrotne powtarzanie teleporta-
cji [86].

8.1 Generowanie stanéw splatanych odleglych
atomow

Protokét teleportacji z asekuracjg stanu splatanego dwoch atomow, ktory
zostanie przedstawiony w nastepnym podrozdziale wymaga umiejetnosci wy-
tworzenia stanu splatanego odleglych atoméw. Stany splatane atoméw sa
bardzo waznym narzedziem w informatyce kwantowej i dlatego zapropono-
wanych zostato wiele uktadéw stuzacych do wytwarzania stanow splatanych
odlegtych atoméw [19, 106, 109-115]. Jednak prawie wszystkie propozycje
majq prawdopodobienstwo sukcesu mniejsze od 50%, poniewaz liniowe ele-
menty optyczne umozliwiaja wykorzystanie co najwyzej dwoch z czterech sta-
néw Bella [20,21]. Ponadto w czesci proponowanych uktadéw [106,112,113]
populacja poziomu wzbudzonego jest znaczna w trakcie catego etapu detek-
cji, wprowadzajacego splatanie. W zwigzku z tym emisja spontaniczna z
poziomu wzbudzonego prowadzi w tych modelach do bardzo duzej redukcji
prawdopodobienstwa sukcesu. Tylko propozycja Browna i innych [111] unika
wszystkich wspomnianych problemoéow. Zastosowali oni, podobnie do Bosego
i innych, atom trojpoziomowy typu A i odpowiednio duze odstrojenia od
rezonansu, by podczas catego protokotu obsadzenie poziomu wzbudzonego
byto zaniedbywalnie mate. Natomiast ograniczenia optyki liniowej Brown i
inni obeszli, stosujac na tyle stabe pompowanie laserem jednego z przejsé,
zeby spetniony byl warunek €2, < k. Jednak przyjecie takiego warunku
sprawia, ze niemozliwe staje sie wykonanie na takich splatanych atomach
wielu operacji. W szczegdlnosci warunek €2, < k uniemozliwia uzycie ja-
kiejkolwiek operacji z rozdziatu 6 i w rezultacie wykonanie nadmiarowego
kodowania i teleportacji. Brown i inni [111] uznali, ze splatanie odleglych
atomoéw z prawdopodobienstwem sukcesu wiekszym od 50% przy wykorzy-
staniu silnego pompowania jest niemozliwe. Pomimo tego autorowi tej roz-
prawy udalo sie skonstruowaé protokét realizujacy wlasnie takie zadanie [87]
i to przy wykorzystaniu doktadnie tego samego uktadu, ktory przez Bosego
i innych wykorzystany byt jedynie do splatania odlegltych atomoéw z praw-
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dopodobienstwem sukcesu 50%. Chodzi tutaj naturalnie o artykut [19] i
o urzadzenie przedstawione na rysunku 7.1. Jest to dowdd na to, ze pro-
tokot jest rownie wazny jak samo urzadzenie. W duzym uproszczeniu ten
ulepszony protokot polega na tym, by najpierw w obu wnekach wytworzy¢
jednofotonowy stan pola, nastepnie splata¢ stan obu pol przez poczekanie na
zarejestrowanie pierwszej emisji i ostatecznie ,przenie$¢” splatanie z p6l na
atomy.

Najpierw warto doktadnie przeanalizowac ten protokét na najprostszym
przyktadzie, gdy w kazdej wnece znajduje sie tylko jeden atom i mozna za-
stosowad operacje z podrozdziatu 6.1. Na poczatku protokotu pola obu wnek
znajduja sie w stanie prozni, a oba atomy sa przygotowane w stanie |1). Tak
wiec poczatkowym stanem caltego ukladu jest stan |10)4 ® |10)p. Protokét
sktada si¢ z czterech etapow.

(i) W pierwszym etapie oba atomy o$wietlane sa laserami przez czas t;. A
zatem na obu uktadach wneka-atom wykonywana jest operacja O i pod wa-
runkiem, ze w tym czasie nie bedzie zadnej emisji, uktad przechodzi do stanu
|01)4 ® |01) 5. Wtedy zaczyna si¢ etap detekcji, ktory jest drugim etapem
protokotu. Co ciekawe, w tym protokole wystapienie emisji podczas opera-
cji oswietlania atomow laserami w pierwszym etapie nie jest przypadkiem
niepomyslnym. Zadziatanie operatora emisji (7.11) na stan catego ukladu
podczas trwania tego etapu prowadzi do powstania stanu splatanego obu
pél (|00) 4|01) 5 + i€|01) 4]00) 5) pod koniec pierwszego etapu. Takie splata-
nie miato by¢ wytworzone w etapie detekcji, wiec w przypadku wystapienia
emisji w pierwszym etapie etap detekcji jest zbedny. Dlatego po zakonczeniu
pierwszego etapu nalezy wowczas przejsé od razu do trzeciego etapu. Niestety
zarejestrowanie dwoch emisji konczy protokét niepowodzeniem.

(ii) W drugim etapie protokotu, czeka sie, az ktorys z detektoréw zasy-
gnalizuje wykrycie emisji fotonu. Tak jak w poprzednich protokotach pomiar
wykonywany jest przy wylaczonych laserach. Sredni czas oczekiwania na
emisje fotonu, a wiec tez éredni czas tego etapu, jest réwny fqee = (4k)1. Do
czasu wystapienia tej emisji zmiana stanu kazdego z uktadéw atom-wneka
jest dana operacja Og. Natomiast wykrycie emisji odpowiada zadziataniu na
stan obu uktadéw operatora emisji (7.11). Bezposrednio po nastapieniu emi-
sji uktad przechodzi do stanu splatanego (]00)4|01) 5 + i€|01) 4]00) ). Drugi
etap konczy sie natychmiast po zarejestrowaniu pierwszej emisji, poniewaz
kazda zwtoka zwicksza prawdopodobienstwo wystapienia drugiej emisji, nisz-
czacej wytworzone splatanie.

(iii) Trzeci etap odpowiada za przeniesienie splatania z pol obu wnek
na atomy, znajdujace sie w tych wnekach. Zadanie to realizuje sie przez
wlaczenie obu laserow na czas t, i wykonanie tym samym operacji O i Os.
Po tym etapie oba atomy znajduja sie juz w stanie maksymalnego splatania
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(100) 4]10) g +i€|10) 4|00) ). Pozostaje juz tylko usuniecie czynnika fazowego
te. Jesli w tym etapie nastgpi jakakolwiek emisja fotonu to caly protokot
konczy si¢ porazka.

(iv) W ostatnim etapie protokotu usuniety zostaje czynnik fazowy ie przy
wykorzystaniu ewolucji Zeemana.

Ostatecznie otrzymuje sie stan maksymalnie splatany dwoch odlegtych
atomow. Prawdopodobienstwo pomyg$lnego zakonczenia protokotu moze by¢,
przy warunku silnego pompowania laserem, bardzo dobrze przyblizone wy-
razeniem

P = e (2—e M2, (8.2)
gdzie A = k/§. Wykres 8.1 pokazuje, ze prawdopodobiefistwo sukcesu zmie-
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Rysunek 8.1: Prawdopodobienstwo sukcesu dane wzorem (8.2) (linia ciagla)
i obliczone numerycznie (punkty) dla parametréw (A; A'; Q; ¢; v)/2m =
(300; 300; 25; 25; 0) MHz.

rza do jednosci wraz ze zmniejszajacym sie czynnikiem A. Dla poréwna-
nia, prawdopodobienstwo sukcesu policzono takze metoda trajektorii kwan-
towych. W tych, jak i we wszystkich numerycznych obliczeniach w tej rozpra-
wie, uzyta zostata najogélniejsza posta¢ hamiltonianu efektywnego dana wy-
razeniem (5.13). Parametry (A; A’; Q; g; k; v) /27 = (300; 300; 25; 25; 0, 05;
0,1) MHz zostaly tak wybrane, zeby wszystkie warunki wymagane do wyko-
nania operacji z tabelek 6.11 6.2, to znaczy (A, =0; A > v, Q =g; A > Q;
d > Kk > vs), byly spelnione. Prawdopodobienstwo sukcesu przyblizono sto-
sunkiem liczby trajektorii, w ktorych wytworzenie splatania zakonczyto sie
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powodzeniem do liczby wszystkich trajektorii. Zeby takie przyblizenie byto
dobre, wygenerowano az 20 000 trajektorii. Dla wspomnianych parametrow
wiernos¢ usredniona po wszystkich trajektoriach byta réwna okoto 0,99, a
prawdopodobienstwo sukcesu wyniosto okoto 0,94. Ponadto, numeryczne ob-
liczenia zostaly powtoérzone dla v réwnego zero w celu sprawdzenia popraw-
nosci analitycznego wyrazenia (8.2) na prawdopodobiefistwo sukcesu. Na
rysunku 8.1, punkty przedstawiaja prawdopodobienistwa sukcesu policzone
z 20 000 trajektorii dla réznych wartosci . Jak wida¢, wyniki analityczne
doskonale zgadzaja sie z wynikami otrzymanymi numerycznie. Warto zwroé-
ci¢ uwage na to, ze ten protokodt wytwarzania splatanych stanow odlegtych
atomow ma wysokie szanse powodzenia, przewyzszajace 80% nawet dla war-
tosci k wiekszych dwudziestokrotnie od wartosci, ktore muszg by¢ przyjete,
by protok6t Bosego i innych [19] mial prawdopodobienstwo sukcesu zblizone
do 50%. Zbadany réwniez zostal wplyw wspotezynnika emisji spontanicznej z
poziomu wzbudzonego v na omawiany protokot. Na rysunku 8.2 zostata wy-
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Rysunek 8.2: Wykres zaleznosci prawdopodobienstwa sukcesu (romby) i
prawdopodobienstwa otrzymania pomyslnego wyniku pomiaru (puste kwa-
draty) od wspoélczynnika emisji spontanicznej. Kazda z przestawionych war-
tosci obu prawdopodobienstw wyznaczona zostata z 20 000 trajektorii dla
parametrow (A; A’; Q; g; k)/27 = (300; 300; 25; 25; 0,05) MHz.

kreslona zaleznosé prawdopodobienistwa sukcesu (romby) od wartosci wspot-
czynnika v. Jak wida¢, prawdopodobienstwo sukcesu zmniejsza si¢ wraz ze
wzrostem wartosci . Taka zaleznos¢ jest zgodna z oczekiwaniami, poniewaz
w taki sam sposob emisja spontaniczna z poziomu wzbudzonego wptywata na
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prawdopodobienstwo sukcesu protokotu teleportacyjnego. Zaskakujacy jest
jednak wpltyw wspotczynnika v na wierno$é¢ otrzymanego stanu splatanego.
Jak wida¢ na rysunku 8.3, zwickszanie wspolczynnika emisji spontanicznej
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Rysunek 8.3: Wierno$¢ splatania obliczona numerycznie jako funkcja v dla
parametrow (A; A’ Q; g; k)/2m = (300; 300; 25; 25; 0,05) MHz. Romby
reprezentujg wiernosé¢ usredniong ze wszystkich udanych trajektorii, podczas
gdy puste kwadraty odpowiadajg wartosciom usrednionym ze wszystkich tra-
jektorii, w ktorych pomiar wskazywat na powodzenie. Do obliczen wygene-
rowano 20 000 trajektorii.

Einsteina prowadzi do poprawienia wiernosci (romby). Zjawisko to mozna
tatwo wyttumaczy¢ zaleznoscig wiernosci od obsadzenia stanu wzbudzonego
atomow. Jesli parametr nasyceniowy s nie jest wystarczajaco matly, to ob-
sadzenie stanéw wzbudzonych moze by¢ obnizone przez odpowiednio duzy
wspotezynnik emisji spontanicznej. Niestety nie mozna wykorzystaé¢ tej me-
tody w protokotach przedstawionych w tej pracy, poniewaz w tym celu nie-
zbedna jest umiejetnos¢ odroznienia pomyslnych realizacji protokotu od tych,
w ktorych nastapita emisja spontaniczna z poziomu wzbudzonego ktoregos z
atomow. Prezentowane uktady nie daja takiej mozliwosci. Gdyby pomyslne
zakonczenie protokotu byto zwigzane z zarejestrowaniem dwoéch emisji, to
wtedy taki wynik pomiaru zapewnialby, ze nie mogta nastapi¢ zadna emisja
z poziomu wzbudzonego. Tymeczasem detekcja jednego fotonu nie daje ta-
kiej gwarancji, poniewaz taki wynik pomiaru mozna otrzymac¢ réwniez, gdy
nastgpi jedna emisja z poziomu wzbudzonego jednego z atoméw. Dlatego
takie przypadki zmniejszaja srednig wiernos¢, ale nie zmniejszajg sSredniego
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prawdopodobienstwa zarejestrowania jednego fotonu. Prawdopodobienstwo
uzyskania wyniku pomiaru, ktory sugeruje pomyslne zakonczenie protokotu,
nazywane p6zniej skrotowo prawdopodobienstwem pomyslnego pomiaru, jest
przedstawione na rysunku 8.2 pustymi kwadratami. Z punktu widzenia eks-
perymentatora prawdopodobienstwo pomyslnego pomiaru jest istotniejsze od
prawdopodobienstwa sukcesu, poniewaz z tych dwéch prawdopodobienstw
tylko to pierwsze jest wielko$cia dajaca sie wyznaczy¢ doswiadczalnie. 7
wykresu 8.2 wida¢, ze wptyw wspotczynnika emisji spontanicznej na praw-
dopodobienstwo pomyslnego pomiaru jest faktycznie zaniedbywalnie maty. 7Z
kolei, rysunek 8.3 pokazuje, ze niemoznos¢ odrzucenia przypadkow wystapie-
nia emisji z poziomu wzbudzonego atomu prowadzi do zmniejszenia $redniej
wiernosci.

W podrozdziale 7.4 pokazano, ze nieefektywnos¢ detektoréw moze miec¢
zgubny wptyw na dziatanie protokotu, poniewaz nie tylko zmniejsza praw-
dopodobienstwo sukcesu, ale i wiernos¢ stanu koncowego. W protokole tele-
portacyjnym pogorszenie wiernosci nie byto duze, ale w przeciwienstwie do
obecnie przedstawianego protokotu platania odlegtych atoméw, nie trzeba
tam byto podejmowac zadnego dziatania natychmiast po emisji fotonu. Dla-
tego nalezy zbada¢ wplyw nieefektywnego pomiaru na proces wytwarzania
splatanych stanéw odleglych atoméw. Niestety w przedstawionym proto-
kole po wystapieniu pierwszej emisji w drugim etapie natychmiast nalezy
przepisa¢ splatany stan pol na stan atomoéw, poniewaz w przeciwnym ra-
zie na pewno bedzie mie¢ miejsce druga emisja, po ktorej uktad przejdzie
do stanu |00)4]00) 5. Zatem protokot dziata prawidtowo tylko pod warun-
kiem zarejestrowania pierwszej emisji i dlatego nieefektywnos$¢ detektordow
prowadzi do zmniejszenia prawdopodobienstwa sukcesu. Jesli oba detektory
maja taka sama efektywnosé¢ n, to prawdopodobienstwo sukcesu bedzie dane
wzorem Py (1) = nPak. Jeszceze gorszym przypadkiem jest zarejestrowanie
tylko drugiej emisji, poniewaz taki przypadek zostanie btednie zinterpreto-
wany jako pomyslny. Prawdopodobienstwo popelnienia takiej pomytki jest
rowne Puyi(n) = n(1 —n)(2 — Pyk). Oczywiscie prawdopodobienistwo po-
myslnego pomiaru bedzie suma Pak(n) 1 Puyi(n). Niestety dla przyjetych
parametrow, nawet dla najwiekszej obecnie dostepnej efektywnosci detekto-
row n = 88%, prawdopodobienistwo blednego uznania przypadku z dwoma
emisjami za udany jest duze Pyyi(n) &~ 11%. W celu sprawdzenia, jak mocno
wplywa efektywnosé n = 88% na wierno$é, przeprowadzone zostaly po raz
kolejny obliczenia numeryczne. Otrzymana zostata $rednia wiernos¢ rowna
zaledwie 0,86 oraz prawdopodobienstwo pomyslnego pomiaru réwne 0, 96.
Inng niedoskonaltoscia detektoréw sa ciemne zliczenia. Jesli detektor zasygna-
lizuje wykrycie fotonu przed wystapieniem pierwszej emisji, to rozpoczety zo-
stanie trzeci etap protokotu przed powstaniem maksymalnie splatanego stanu
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obu poél. W takim przypadku uktad powrdci do stanu poczatkowego, pod-
czas gdy eksperymentator bedzie przekonany o wytworzeniu maksymalnie
splatanego stanu obu atomow. Na szczescie sredni czas trwania catego pro-
tokohu jest bardzo krétki, rowny okoto 1 us. Tymczasem nawet dla najczul-
szego detektora testowanego przez Takeuchiego sredni czas pomiedzy dwoma
ciemnymi zliczeniami wynosi okoto 50 ps. Dlatego mozna przyjac¢, ze wpltyw
ciemnych zliczen na protokét wytwarzania stanéw splatanych odlegtych ato-
moéw jest staby.

Na koniec badania dziatania protokotu rozwazony zostanie przypadek wykry-
cia dwoch emisji. Prawdopodobienstwo zarejestrowania dwoch emisji pod-
czas trwania protokotu jest réwne n%(1 — P ). Jak widaé¢ z rysunku 8.1,
Py dazy do jednosci gdy A zmierza do zera. Dlatego prawdopodobienstwo
zarejestrowania dwoch fotonéw bedzie zaniedbywalnie mate dla wystarcza-
jaco malej wartosci A. Wowcezas uktad nie potrzebuje detektoréw majacych
zdolno$¢ odréznienia jednego fotonu od dwoéch fotondw.

Po gruntownym przebadaniu protokotu, wytwarzajacego stany splatane
odlegtych atoméw dla najprostszego modelu, czas na uogélnienie tego proto-
kotu do wersji, ktora dziata w uktadach wielu atoméw uwiezionych wewnatrz
wneki. Modyfikacja urzadzenia, obstugujacego protokot, polega wytacznie na
umieszczeniu w kazdej z wnek pewnej liczby dodatkowych atoméw. Schemat
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Rysunek 8.4: Urzadzenie do wytwarzania stanow splatanych wybranych
dwdbch odlegtych atoméw.
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takiego urzadzenia przedstawiony jest na rysunku 8.4. Dodatkowe atomy
znajdujace sie we wnece, nie poddawane operacji platania, mogg znajdowaé
sie poczatkowo w dowolnym stanie oznaczonym przez |®). Jesli jednak stan
|®) bylby superpozycja innych stanéw, i jesli podczas calego procesu powi-
nien pozostaé¢ niezmodyfikowany w zaden sposob, to na wszystkie stany w
superpozycji |®) trzeba narzuci¢ warunek takiej samej liczby atoméw znaj-
dujacych sie w stanie |0). W celu unikniecia nieporozumienia liczba atoméw
znajdujacych sie w stanie |0), ale nie uwzgledniajaca atomu platanego, zo-
stanie oznaczona symbolem Nj. Operacje jakie mozna wykona¢ we wnece
zawierajacej wiele atoméw sg przedstawione w podrozdziale 6.2. Poniewaz
w protokole potrzebnych bedzie tylko szes¢ z nich, to dla przejrzystosci tek-
stu warto je w tym miejscu jeszcze powtorzy¢. Zardwno wytworzenie sta-
néw jednofotonowych w pierwszym etapie, jak i przeniesienie splatania z
pol na atomy w trzecim etapie wymaga¢ beda wlaczenia laseréw na czas
tr, = m/(205). Wlaczenie lasera na taki czas odpowiada wykonaniu nastepu-
jacych operacji

) , wty . Nj+1
BY[10) —  deidr D = i da gy 1) | (8.3)
) , wty . N)+1L
D)|01) —  ietdr NG+ =5 TGt ) | 0) (8.4)
|2)]00) — Aot B)|00) . (8.5)

Tymczasem w etapie detekcji oba lasery bedg wytaczone, co prowadzi¢ bedzie
do ewolucji danej réwnaniami

e HB)[10) = NoA|D)[10), (8.6)
6—th|(I)>|01> _ ei(Ar+53)(N6+1)t6_Ht|q>>|01>, (87)
S 00) = e g)]00).

Niech na poczatku protokotu caty uktad bedzie przygotowany w stanie
|®) 4|10) 4 ®|P)p|10)5. Nowa wersja protokoltu sktada si¢ z trzech etapow.

(i) Oswietlanie laserem dwdch wybranych atoméw (jednego z wneki A i
jednego z wneki B) przez czas t;. Jesli nie nastapi zadna emisja podczas
tego etapu, to uktad przejdzie do stanu [®)4|01) 4 @ |P)p|01)p. Jedli jednak
zostanie zarejestrowany jeden foton w czasie ¢;, to uktad pod koniec tego
etapu znajdzie sie w stanie |®) 4|®) 5(]00) 4|01) p+€6(t;,—t;)|01) 4]00) 5), gdzie
wprowadzone zostato oznaczenie 0(t) = exp[(i/2)(N)4 — N)g)0st]. Wtedy
nalezy przejs¢ do trzeciego etapu, omijajac drugi.

(ii) Czekanie na zarejestrowanie pierwszej emisji. Sredni czas trwania
drugiego etapu jest dany przez fq.; = (4k)~'. Po wykryciu emisji, pola obu
wnek zostaja splatane |®) 4|P)5(]00)4]01) 5 + €|01) 4]00) ).
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(iii) Przenoszenie splatania z obu p6l na dwa odlegte atomy przez o$wie-
tlenie tych atomoéw laserami przez czas tr;. Oba lasery nie zostaja jednak
wlaczone jednoczesnie. Laser Lp musi by¢ wlaczony z pewnym opdznieniem
ty. Oczywiscie laser Lp rowniez konczy pracg pozniej o t, od lasera L. Po
zakonczeniu tego etapu uklad przechodzi do stanu |®)4|P)5(]00)4]10)5 +
$]10)4|00)5), gdzie ¢ = €f(2t;, — t;) exp[—iA,ty], jesli foton zostal zare-
jestrowany w pierwszym etapie lub ¢ = ef(t)exp[—iA,ty] dla przypadku
wystapienia pierwszej emisji dopiero w drugim etapie. Eksperymentator wy-
biera takie ¢, zeby ¢ = 1.

Prawdopodobienstwo pomyslnego zakonczenia tego zmodyfikowanego pro-
tokotu jest réwniez dane wyrazeniem (8.2), jednak z A = x/d5. Rowniez dla
tego trudniejszego modelu przeprowadzone zostaly obliczenia numeryczne.
Parametry (A; A'; Q; g; k; v)/2m = (1000; 1000,9; 30; 0,7; 0,001; 0,1)
MHz przyjeto tak, zeby spelione byly wszystkie warunki nalozone na pa-
rametry w podrozdziale 6.2 oraz dodatkowy warunek wprowadzony w pod-
rozdziale 7.2. Wszystkim tym zalozeniom mozna nadaé¢ zwarta postac, to
maczy (A, = 01; A > Q> g A > v; 05 > Kk > 7vs1). W oblicze-
niach numerycznych przyjeto, ze w kazdej wnece znajdujg sie trzy atomy,
tak jak na rysunku 8.4. Znacznie wicksza przestrzen stanow powigkszonego
o cztery atomy uktadu spowodowata bardzo duze wydhtuzenie czasu obliczen
i dlatego tym razem wygenerowano tylko 1000 trajektorii. W kazdej z tra-
jektorii losowane byty liczby N{ 4, Njg € {0, 1,2} i odpowiadajace im stany
poczatkowe |®)4,[®)p € {|1)1[1)2, c1[1)1|0)2 + 2|0)1[1)2, |0)1]0)2} z loso-
wymi zespolonymi amplitudami ¢; i ¢;. Srednia wiernos¢ stanu koncowego,
przy uwzglednieniu warunku niemodyfikowania stanéw |®) 4 1 |®) g, wyniosta
0,99. Prawdopodobienstwo sukcesu, przyblizone stosunkiem liczby trajek-
torii z udanym zakonczeniem protokotu do wszystkich trajektorii wyniosto
0,91. Uwzglednienie faktu, ze stosowany model nie pozwala wykryé¢ przy-
padkéw wystapienia emisji spontanicznej z poziomu wzbudzonego ktéregos
z atomow, powoduje zmniejszenie $redniej wiernosci do 0,98 ale prawdopo-
dobienstwo pomyslnego pomiaru pozostaje rowne 0, 91.

Mozliwe jest rowniez wykonanie splatania wybranych odlegtych atomoéw
przy parametrach (A; ; g; k; v)/2m = (400; 30; 0,7; 0,003; 0,1) MHz.
Jednakze dla takich parametrow, wyrazenie analityczne na d; nie jest wy-
starczajaco precyzyjne i dlatego réwniez i ta wielko$¢ musi by¢ wyznaczona
numerycznie. Ponownie wygenerowano 1000 trajektorii, otrzymujac srednia
wierno$¢ rowng okoto 0,97, a prawdopodobienstwo sukcesu okoto 0, 90.



8.2. PROTOKOL TELEPORTACJI Z ASEKURACJA 151

8.2 Protokol teleportacji z asekuracja

W tym rozdziale zostanie zaprezentowany protokot, ktéry umozliwia telepor-
towanie splatanych stanéw dwoch atoméw z asekuracja. Uktad jest przedsta-
wiony na rysunku 8.5 i sktada si¢ z dwoch optycznych wnek rezonansowych
W4 i Wg, dwoch detektoréw D, i D_, dwoch laseréw Ly i Lg emitujacych
swiatto spolaryzowane kotowo lewoskretnie, dwoch laserow L'y i L'z, emitu-
jacych swiatto spolaryzowane kotowo prawoskretnie oraz potprzepuszcezalnej
plytki swiattodzielacej P. Do odbiorcy naleza lasery Lp i L’y oraz wneka
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Rysunek 8.5: Schemat urzadzenia do teleportowania atomowych stanéw spla-
tanych z asekuracjg. Stan atomow nadawcy 11 2 we wnece Wy jest telepor-
towany do atomow odbiorcy 11 2 we wnece Wp.

rezonansowa Wpg, wewnatrz ktérej uwiezione sg dwa atomy. Do nadawcy
nalezy reszta urzadzenia. Na poczatku zatozymy, ze detektory sa doskonate.
Muszg takze rozroznia¢ jeden foton od dwoch fotonéw. Stan nadawcy, ktéry
ma by¢ przestany z asekuracja jest stanem poczatkowym dwoch pierwszych
atoméw uwigzionych we wnece nadawcy Wy. Niech tym stanem bedzie

[Yo) = [1)1]0)2 + 5[0)1[1)2 . (8.9)

Trzeci atom uwieziony we wnece nadawcy jest atomem zapasowym i razem
z pierwszym atomem odbiorcy postuzy w namiarowym kodowaniu. Zaréwno
trzeci atom nadawcy, jak i oba atomy odbiorcy muszg by¢ na poczatku przy-
gotowane w stanie |1). Pola obu wnek znajduja sie poczatkowo w stanie
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prozni. Korzystajac z konwencji przyjetej w podrozdziale 6.2, stan poczat-
kowy catego uktadu zostanie zapisany w nastepujacy sposob

D(0)) = (a]1010)4 + 3|0110)4) ® [110)5. (8.10)

W celu nadania wzorom jeszcze bardziej zwartej postaci przyjety zostanie w
dalszej czesci nastepujacy zapis stanu calego uktadu: |zizoz3n) a4 ® |z1290) B
= |x1x0msn; x129m). Wowezas stan poczatkowy przyjmuje ponizsza forme

|(0)) = «[1010;110) + 3|0110;110). (8.11)

Catly protokét teleportacyjny sktada sie z pieciu etapéw: (i) etapu przy-
gotowania, (ii) etapu kodowania, (iii) etapu detekcji I, (iv) etapu detekeji 11
i (v) etapu odtwarzania. W kazdym etapie konieczne jest wykonanie odpo-
wiedniej liczby krokéw, zeby ostatecznie dostaé¢ pozadany rezultat.

(i) etap przygotowania

Celem etapu przygotowania jest wytworzenie maksymalnie splatanego stanu
trzeciego atomu nadawcy i pierwszego atomu odbiorcy. Do zrealizowania tego
zadania idealnie nadaje sie¢ technika, opisana w poprzednim podrozdziale.
Zatem etap przygotowania wymaga wykonania trzech krokow.

(a) Najpierw nadawca i odbiorca wykonuja operacje (6.31). Po prostu
wlaczaja lasery L4 i L, o$wietlajac swoje atomy, to znaczy nadawca wzbu-
dza swdj trzeci atom, a odbiorca pierwszy. Po czasie t; = m/(205) obaj
wytaczaja lasery, a obie wneki znajduja si¢ w stanie jednofotonowym. Dla
uproszczenia przypadki wystapienia emisji w tym etapie uznane zostang za
niepomyslne, chociaz jak wiadomo wystgpienie jednej emisji w tym etapie
mozna wykorzysta¢ do splatania atoméw. Takie przyblizenie bedzie mieé¢
jednak zaniedbywalnie maly wplyw na prawdopodobienstwo sukcesu, ponie-
waz dhugos¢ catego protokolu wymusza wybranie takiego x, zeby stosunek
k/d5 byt niezwykle maty. Niezwykle mata wartosé tego stosunku pozwala tez
zaniedba¢ k w operacjach o$wietlania atomu laserem.

(b) Nastepnie, obie strony komunikacji czekaja, az jeden z detektorow
zasygnalizuje wykrycie emisji. Wszystkie lasery sa wytaczone i dlatego przed
wystapieniem emisji ewolucja stanu catego uktadu jest opisana przez (6.27).
Natomiast zarejestrowanie jednego fotonu odpowiada zadziataniu na stan
uktadu operatora emisji (7.11) i prowadzi do wytworzenia maksymalnie spla-
tanego stanu pol obu wnek rezonansowych.

(¢) Zaraz po zarejestrowaniu emisji, nadawca i odbiorca musza natych-
miast wlaczy¢ lasery L4 i L. Os$wietlaja oni te same atomy co w pierwszym
etapie przez czas t;, wykonujac operacje (6.32). Taka operacja powoduje
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przeniesienie splatanego stanu obu pél na stan trzeciego atomu nadawcy i
pierwszego atomu odbiorcy. Wtedy konczy sie wytworzenie maksymalnie
splatanego stanu tych dwoch atomow, a stan catego uktadu jest dany wek-
torem

1) = «|1000;110) + cee2%1010;010)
+3]0100; 110) + Bee2%"|0110; 010) . (8.12)

(ii) etap kodowania

W etapie kodowania wprowadzone zostaje nadmiarowe kodowanie [97]. Ory-
ginalny stan poczatkowy dwoch pierwszych atoméw nadawcy, ktory ma byé
teleportowany, zostaje zakodowany w splatanym stanie wszystkich atomow
nadawcy i pierwszego atomu odbiorcy. Algorytm kodowania stanu splatanego
dwdch atomow rézni sie od przedstawionego wezesniej algorytmu kodowania
stanu jednego atomu. Pomimo réznic, cel pozostaje jednak taki sam, to zna-
czy zamieni¢ jedng pare amplitud stanu (8.12), nie ruszajac drugiej pary.
Zadanie to daje sie wykona¢ w czterech krokach.

(a) W pierwszym kroku nadawca odwzorowuje stan swojego pierwszego
atomu w stanie pola wneki, skierowujac laser L4 na ten wtasnie atom i
wlaczajac ten laser na czas t;. Dzialanie takie odpowiada wykonaniu ope-
racji (6.31) i (6.46). Podczas tego kroku oba lasery odbiorcy sa wylaczone,
a stan jego czesci uktadu zmienia sie wedtug réwnania (6.27). Po zakon-
czeniu pierwszego kroku stan catego uktadu jest opisany nieunormowanym
wektorem

D) = daupre2%1]0001; 110) + ey e'2%1|0011; 010)

+43]0100; 110) + Bee=%1]0110; 010) , (8.13)

gdzie o1 = p(t1).

(b) W drugim kroku etapu kodowania musi by¢ wzbudzany trzeci atom
nadawcy. Jak widaé, v = 1 we wszystkich stanach superpozycji (8.13).
Celem drugiego kroku jest zréznicowanie tych wielkosci. Czestos¢ Rabiego
zalezy od vy 1 dlatego, gdy wartos¢ vs bedzie rézna w kazdej parze stanow,
to bedzie mozna na kazdej parze wykona¢ niezaleznie r6zne operacje w tym
samym czasie. Dzieki temu mozliwa stanie sie¢ wymiana tylko jednej pary
amplitud. Nadawca wtacza laser L4 na taki czas, zeby wykonaé¢ jednoczesnie
operacje (6.31), (6.32), (6.39) oraz (6.46). Oczywiscie czas tego kroku musi
speti¢ nastepujace warunki: 505 = m/2 4+ 2myT i to/205 = 7/2 + 2mo.
Niestety spetnienie obu tych warunkow jest mozliwe tylko w przyblizeniu
dla m; = 71 my = 10. Rowniez podczas tego kroku odbiorca ma wytaczone
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lasery i w zwigzku z tym ewolucja jego stanu jest zgodna z (6.27). Po drugim
kroku otrzymuje sie stan zblizony do

D) = —ag01¢26i%53(t1+t2)|0010; 110) — a6g0190§6i53(gt1+4t2)|0002; 010)
+3]0100; 110) + iBegae®(z172)|0101; 010) | (8.14)

gdzie ps = @(tz). W superpozycji (8.14) stany z matymi modutami am-
plitud zostaty zaniedbane, ale zostaly uwzglednione, tak jak i wiele innych
niedoskonatosci, w obliczeniach numerycznych.

(c¢) Trzeci krok jest najwazniejszy w etapie kodowania. Poprzednie dwa
kroki byty przygotowaniem do trzeciego, w ktérym wytworzony zostaje spla-
tany stan trzech atoméw i pola wneki rezonansowej. W tym celu nadawca
musi wymieni¢ amplitudy jednej pary standéw, nie wymieniajagc amplitud
drugiej pary stanéw. Nadawca moze to zrobi¢ przez wlaczenie lasera L4
i pompowanie nim swojego drugiego atomu przez czas, ktory doprowadzi
do wykonania operacji (6.37), (6.39), (6.40) i (6.46). W tym miejscu poja-
wia sie ten sam problem, co w drugim kroku, poniewaz czas trzeciego kroku
musi jednoczesnie spetnié¢ dwa warunki: t305 = 2my 7 i t3v/205 = /24 2maT.
Przyblizone rozwiazanie mozna znalez¢ dla m; = 31my = 4. Lasery odbiorcy
sg nadal wylaczone. Tak jak w poprzednim kroku, zaniedbane zostang stany
o znikomej populacji. Wowczas otrzymuje sie¢ wektor stanu catego uktadu w
postaci

) = apree’201H2)]0010; 110) + daeipy p2pea (3t H4i2441) 10101; 010)
_ﬁ¢3ei%53t3|0100;110>+56%029036153(%1‘/1%#4%)|0002;010>’ (8.15)

gdzie w3 = @(t3). Chociaz po tym kroku splatanie juz jest wytworzone,
to mozna tatwo sprawdzié¢, ze stan (8.15) nie zabezpiecza jeszcze informacji
kwantowej zawartej w poczatkowym stanie dwoch pierwszych atomow na-
dawcy. Na przyktad, jesli zostang zarejestrowane dwa fotony, to amplitudy
a i 3 bezpowrotnie przepadng.

(d) W celu zakonczenia procesu zabezpieczania informacji kwantowej na-
dawca o$wietla swoj trzeci atom, uzywajac lasera L 4. To dziatanie jest czwar-
tym krokiem etapu kodowania. Nadawca musi wykona¢ jednoczesnie opera-
cje (6.37), (6.40) oraz (6.46) i dlatego czas trwania czwartego kroku musi
jednoczesnie spetnia¢ dwa warunki: t405 = 2mim i t4v/285 = /2 4+ 2mam.
Jest oczywiste, ze czas tego kroku jest taki sam jak poprzedniego i w zwiazku
z tym 3 = o4 = @(t4). Stany o matym obsadzeniu ponownie zostana w ana-
litycznych rozwazaniach zaniedbane.

Odbiorca podczas czwartego kroku etapu kodowania wykonuje dwie czynno-
Sci. Najpierw czeka z wytaczonymi laserami przez czas t4, — t1/2 a nastepnie
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wytwarza maksymalnie splatany stan swojego drugiego atomu i pola swojej
wneki. Proces platania wykonuje przez skierowanie lasera Lp na swoj drugi
atom i wlaczenie go na czas t1/2. Dziatanie takie odpowiada operacji (6.35).
Odbiorca koordynuje swoje dziatanie z operacja nadawcy tak, zeby czwarty
krok skonczyt sie dla nich doktadnie w tym samym momencie. Wtedy stan
calego uktadu jest opisany przez nastepujacy wektor

D) = (cup1ip2e'2%3M1+12)]0010) 4 — £]0100)4) ® (i|101) 5 + [110)5)

+(iaep e BT 0101)

+ifBepaple® Gt 31)10011) 4) ® (i]001) 5 + |010)5) . (8.16)

To jest koniec etapu kodowania. Jesli nadawca chciatby przechowywaé
zakodowany stan przez dtuzszy czas, to powinien przenie$é¢ stan pola swojej
wneki na swoj pierwszy atom. Wéwczas stan poczatkowy bytby nadmiarowo
zakodowany w stanie czterech atoméw. Jednakze w tym przypadku nadmia-
rowe kodowanie ma postuzy¢ w przesytaniu informacji za pomoca stanu pola,
a stan (8.16) idealnie sie do tego celu nadaje.

(iii) etap detekcji I

Trzecim etapem protokotu jest pierwszy etap detekcji, w ktérym nadawca
po prostu czeka przez czas tp > k!, wykonujac polaczony pomiar stanu
pol obu wnek rezonansowych. Podobnie jak w propozycji Bosego i innych,
tylko zarejestrowanie wylacznie jednej emisji powoduje przeniesienie infor-
macji kwantowej do odbiorcy. Jednak tym razem, w przeciwienstwie do
propozycji Bosego i innych, informacja kwantowa nie ulegnie zniszczeniu w
przypadku wykrycia dwoch emisji lub nie wykrycia zadnej. Ewolucja stanu
catego uktadu pod nieobecnos¢ jakiegokolwiek pola laserowego jest dana réw-
naniem (6.27). Jesli nadawca nie zarejestruje zadnego fotonu w tym etapie,
to uktad przechodzi do stanu

1) = —apipae’2®112)10010; 110) + 3|0100; 110) . (8.17)

To jest jeden z niepomysinych przypadkéw. Poczatkowy stan, ktory nadawca
chciat teleportowaé, jest zmodyfikowany przez czynniki fazowe, ale nie jest
stracony. Taki zmodyfikowany stan poczatkowy jest przechowywany w dru-
gim i trzecim atomie nadawcy. Zanim protokoét bedzie mégt by¢ powtorzony
nadawca musi przygotowaé¢ swoj pierwszy atom w stanie [1). W tym celu
wlacza on oba swoje lasery (L4 i L)) na czas t5 = 7/(2d4), wykonujac ope-
racje (6.50). Podczas tej operacji oba lasery odbiorcy sa wytaczone.

Jedli ewolucja dana réwnaniem (6.27) zostanie przerwana przez emisje w
czasie t; < tp, to zdarzenie takie odpowiada¢ bedzie zadziataniu na stan
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catego uktadu operatorem emisji C'y.. Posta¢ tego operatora emisji jest dana
wzorem 7.11, lecz ma zamiast czynnika e inny czynnik €;. Potem zmiana
stanu przez ewolucje (6.27) bedzie kontynuowana. Jesli nadawca zarejestruje
w tym etapie drugg emisje fotonu, to woéwczas uktad przejdzie do stanu

D) = oy et 3273510100, 000) + £]0010; 000) . (8.18)

Wida¢, ze informacja kwantowa nie zostala stracona réowniez i w tym dru-
gim niepomyslnym przypadku. Przed powtérzeniem protokotu konieczne jest
jednak przygotowanie przez nadawce swojego pierwszego atomu w stanie |1)
oraz przygotowanie przez odbiorce jego obu atoméw w stanie |1), przy uzy-
ciu operacji (6.50). Dziatania te wykonuja w dwoch krokach. Najpierw, obaj
wlaczaja wszystkie swoje lasery (L, L'y, Lp i L’z) na czas t5 = 7/(204) i
o$wietlaja swoje pierwsze atomy. Pozniej odbiorca o$wietla oboma laserami
swoj drugi atom przez czas t5, podczas gdy nadawca czeka z wytaczonymi
laserami.

Jezeli nie bedzie drugiej emisji, to wtedy transfer kwantowej informacji
zostanie wykonany, a uktad znajdzie sie w stanie

@> _ aegplwgwgei63(£t1+4t2+%t3+tj)’0100;010>
— Be1]0100; 100) + cver 7 ae’2%142)10010; 100)
+Bepaplel® Attt Ph+4)10010: 010) . (8.19)

Po tym etapie nadawca dzieli kwantowsg informacje z odbiorca. Mozliwe jest
teraz roéwniez odestanie tej informacji z powrotem do nadawcy, jednak taki
przypadek nie bedzie dalej rozpatrywany.

(iv) etap detekcji IT

W czwartym etapie protokotu nadawca wykonuje pomiar stanu swojego trze-
ciego atomu. Podczas tego etapu odbiorca czeka z wytaczonymi laserami.
Ten etap sktada sie z dwoch krokow.

(a) Najpierw, nadawca wlacza laser L 4 1 wykonuje operacje (6.31) 1 (6.46),
zeby przenie$é stan trzeciego atomu na stan pola.

(b) Nastepnie nadawca wylacza laser, a stan ukladu jest zmieniany we-
dhug réwnania (6.27). Stan uktadu jest dany woéwczas wektorem

D) = aeppiplei®Entataisti|0100; 010) — Be;[0100; 100)
4t (Ar+3083)tp o —ritp [iﬁe¢1¢2¢§€i53(%tl+t2+%t3+t]~) 10001; 010)

Ficerpipae’ 2320 12)10001; 100)] . (8.20)
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Nadawca ponownie czeka przez czas tp, wykonujac pomiar stanu pol obu
wnek. Wykrycie emisji fotonu odpowiada zadzialaniu operatora emisji na
stan catego ukladu (8.20). W tym przypadku uktad przejdzie do stanu

D) = aeepp; el atita=21-1)|0000; 100) + 3/0000; 010) .
(8.21)

W przeciwnym przypadku, gdy nadawca nie zarejestruje zadnego fotonu, to
uktad znajdzie sie w stanie

@) = —aeerprpdple G |0100; 010) + 5]0100; 100)
(8.22)

(v) etap odtwarzania

Ogolnie, moze by¢ potrzebne kilkukrotne powtoérzenie protokotu zanim na-
dawca zarejestruje tylko jedna emisje w trzecim etapie. Latwo mozna spraw-
dzi¢, ze po N powtorkach protokotu uktad nalezacy do odbiorcy znajdzie sie
w stanie @f]100) 5 + 3|010) g, jesli w czwartym etapie zostanie wykryty jeden
foton lub w stanie a¢|010)p + (3]100) g, jesli nie bedzie w czwartym etapie
zadnej emisji, gdzie

(T
¢ = —eqal ol 2a2exp [%(Sg <§t1 + 8ty + Tts + 2@)]@%@“2 :
) 3
0 = el Moy azdexp [%53 <§t1 +ty — 13t5 — 2@-)] o (8.23)

[y = — exp[i%ég(zﬁl +t9)] i p2 = a3 exp[ids(ty + 3ty — 3t3)]. Symbolami N
i Ny oznaczono liczby powtdrek spowodowanych przez nie zarejestrowanie
zadnego fotonu badz przez zarejestrowanie dwoch fotondow w trzecim etapie.
W celu odtworzenia oryginalnej informacji kwantowej, odbiorca musi usunac
czynnik fazowy 6 badz ¢. W przypadku nie zarejestrowania zadnej emisji w
czwartym etapie, odbiorca musi oprécz usuniecia czynnika fazowego rowniez
wymieni¢ amplitudy. Te dzialania sg istota piatego etapu protokotu. Podczas
tego etapu oba lasery nadawcy sa wylaczone.

W przypadku wystapienia emisji w czwartym etapie odbiorca musi wy-
kona¢ trzy kroki, zeby usunaé czynnik fazowy 6.

(a) Po pierwsze, odbiorca os$wietla laserem Lp swj pierwszy atom przez
czas t; w celu wykonania operacji (6.31) i (6.46).

(b) Nastepnie wytacza laser i czeka przez taki czas tg, ktéry spelnia waru-
nek —fpleitrioci2ost — 1,
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(c) Ostatecznie ponownie wlacza laser Lp i oswietla sw6j pierwszy atom
przez czas t;. W ten sposéb wykonane zostaja operacje (6.32) i (6.46).

Jezeli w czwartym etapie nie zostanie zarejestrowany zaden foton, to od-
biorca musi wykona¢ cztery kroki, aby usunaé¢ czynnik fazowy ¢ i wymieni¢
amplitudy.

(a) Najpierw wlacza laser Lp i o$wietla swoj pierwszy atom przez czas t;.
W ten sposéb realizuje operacje (6.31) i (6.46).

(b) Nastepnie o$wietla laserem Lp swéj drugi atom przez czas t;. Pdzniej
laser ten zostaje wytaczony, a operacje (6.31) oraz (6.32) sa ukonczone.

(¢) W trzecim kroku odbiorca czeka z wytaczonymi laserami przez taki
czas ty, zeby spetniony byl warunek ¢ei®rfe = 1.

(d) Ostatecznie odbiorca znowu wtacza laser Lp i oswietla swéj pierwszy
atom przez czas t;, w ten sposéb wykonujac operacje (6.32) i (6.46).

Po tym ostatnim etapie protokotu system odbiorcy znajduje sie w stanie:
a|100) 5 + 3|010) 5.

8.3 Badanie protokotu teleportacji z aseku-
racja

Przy sledzeniu zmian stanu catego uktadu podczas dziatania protokotu ko-
nieczne bylo wprowadzenie wielu przyblizen. Niestety ich ilo$é¢ jest zbyt
duza by moéc wyznaczy¢ wiarygodne wartosci wiernosci i prawdopodobien-
stwa analitycznie. Dlatego uzytecznos¢ tego protokotu moze byé¢ zbadana
jedynie numerycznie. W tym celu znowu zostata wykorzystana metoda tra-
jektorii kwantowych. Jak to przedstawiono w poprzednim rozdziale, zaréwno
wiernos¢ teleportowanego stanu jak i prawdopodobienstwo sukcesu zalezg od
modutéow amplitud « i 3 stanu poczatkowego. Potrzebne jest zatem usrednie-
nie obu wielkoéci po wszystkich mozliwych stanach poczatkowych. Dlatego w
kazdej trajektorii teleportowany byt inny, wybrany losowo stan poczatkowy.
Obliczenia te, jak i wszystkie wczesniejsze obliczenia numeryczne, przeprowa-
dzone zostaly przy wykorzystaniu hamiltonianu efektywnego (5.13). Proces
teleportacji konczy sie pomyslnie wtedy, gdy wykrycia emisji majg miejsce
tylko podczas drugiego kroku etapu przygotowania, etapu detekcji I lub dru-
giego kroku etapu detekcji I1. Jedli detektory zasygnalizuja wykrycie fotonu
podczas trwania innych krokéw protokotu, to stan poczatkowy zostanie stra-
cony. Oczywiscie trajektorie, w ktorych stan poczatkowy jest zniszczony, sa
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liczone jako niepomyslne. Prawdopodobienstwo, ze teleportacja zakonczy sie
sukcesem mozna przyblizy¢ stosunkiem liczby udanych trajektorii do liczby
wszystkich trajektorii. Stan poczatkowy moze by¢ rowniez zniszczony przez
wystapienie spontanicznej emisji z poziomu wzbudzonego, ktéregos z ato-
moéw. Jak wspomniano wezesniej, uktad stosowany w teleportacji nie umoz-
liwia wykrycia spontanicznej emisji atomowej i w zwiazku z tym takie przy-
padki mogg by¢ mylnie brane za pomyslne. Z tego powodu w eksperymencie
zmniejszy sie érednia wiernoéé otrzymanego stanu. Zeby opis teoretyczny
bardziej odpowiadat realnej sytuacji, nalezy usredni¢ wiernos¢ po wszystkich
trajektoriach, w ktorych pomiar wskazywal na pomys$lne zakonczenie telepor-
tacji. Z tego samego wzgledu zamiast wyznaczac¢ nieosiggalng doswiadczalnie
wielko$¢, jaka jest srednie prawdopodobienstwo sukcesu, lepiej jest obliczy¢
srednie prawdopodobienstwo pomyslnego pomiaru. Prawdopodobienstwo to
mozna przyblizy¢ stosunkiem liczby trajektorii z pomiarami wskazujacymi
na sukces do liczby wszystkich trajektorii.

Numeryczne wyniki wskazaty koniecznos¢ narzucenia na parametry bar-
dziej wymagajacych ograniczen. Niestety przy tak dtugich czasach operacji
o$wietlania atomu laserem, jak na przyklad czas t,, warunek A > (2 nie
jest wystarczajacy, by analityczny wzor na 0; pozwolil na precyzyjne wy-
znaczenie wartosci czynnikéw fazowych. W rezultacie srednia wiernosc tele-
portowanego stanu drastycznie byta zmniejszana. Dlatego do prawidtowego
dziatania protokolu parametry musza spetnia¢ nastepujacy zestaw zalozen:
(107'A > Q> U > g; A > ;05 > k> ys1; A, = 6;). Latwo sprawdzié,
ze ponizej przedstawione wartosci speliajg te warunki

(A Q: Qs g:yi k) /2m = (2-10%10;0,84;0,07; 1074 107 )MHz.  (8.24)

W celu uczynienia srednich wartosci dobrymi przyblizeniami badanych wiel-
kosci wygenerowano az 30 000 trajektorii. Otrzymana zostala $rednia wier-
nos¢ réwna okoto 0,98 oraz srednie prawdopodobienstwo pomyslnego po-
miaru réwne 0,94. Obliczenia pokazaty, ze dla tych parametréw prawdopo-
dobienstwo mylnego przyjecia przypadku ze spontaniczng emisjg atomowsa
za pomysiny jest réwne tylko 0, 1%. Jak widaé, nadmiarowe kodowanie spra-
wia, ze prawdopodobienstwo zachowania oryginalnego stanu jest znacznie
wigksze, niz w protokole zaproponowanym przez Bosego i innych. W tym
protokole w przypadku nie zarejestrowania doktadnie jednej emisji w etapie
detekcji I, stan poczatkowy nie zostaje zniszczony i caly protokét moze byé
powtarzany, dopoki w tym etapie nie zostanie wykryty doktadnie jeden fo-
ton. Wykres 8.6 przedstawia wzrost prawdopodobienstwa tego, ze pomiar
wskaze na powodzenie po liczbie powtérek nie wickszej od N. Jak widaé,
prawdopodobienstwo pomyslnego pomiaru dla pojedynczej proby nie prze-
kracza 1/2, podobnie jak to bylo w modelu Bosego i innych. Ponadto widad,
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Rysunek 8.6: Zaleznos¢ sredniego prawdopodobienstwa pomyslnego pomiaru
od liczby powtdrzen protokotu N

ze prawdopodobienstwo to szybko dazy do nasycenia i dlatego protokot nie
potrzebuje by¢ wiele razy powtarzany.

Wiekszos¢é operacji w etapie kodowania jest wykonywanych w sposéb
przyblizony. Réwniez operacje przywracajace atomy do stanu |1) nie sa prze-
prowadzane doktadnie. Jest zatem oczywiste, ze te niedoskonatosci beda sie
przy kazdej powtorce protokotu kumulowaé¢ i powodowaé zmniejszenie Sred-
niej wiernosci teleportowanego stanu. W celu sprawdzenia, jak bardzo po-
garsza si¢ Srednia wierno$¢ przez nie odrzucanie przypadkéw ze zbyt duza
liczba powtdrzen, wykreslona zostata na rysunku 8.7 zaleznos¢ éredniej wier-
nosci od maksymalnej dopuszczonej w eksperymencie liczby powtoérzen. Wi-
daé, ze faktycznie érednia wierno$¢ maleje przy zwiekszaniu A. Dlatego
jesli potrzebna jest duza warto$é¢ $redniej wiernosci, to mozna to osiggnaé
przez odrzucenie przypadkéw, w ktorych sukces zostat osiggniety po zbyt
wielu powtorzeniach protokotu. Oczywiscie $rednia wierno$¢ wzrasta wtedy
kosztem $redniego prawdopodobienstwa pomyslnego pomiaru. Warto zatem
wykresli¢ zaleznos¢ sredniej wiernosci od prawdopodobienstwa pomyslnego
pomiaru. Zalezno$c¢ ta zostata wykreslona na rysunku 8.8. Jak wida¢ z tego
wykresu, wzrosty wartosci Sredniej wiernosci i odpowiadajace im spadki war-
tosci sredniego prawdopodobienstwa pomyslnego pomiaru sa wicksze przy
malych wartos$ciach maksymalnej liczby powtérzen. Kiedy za$ liczba N jest
duza, to punkty odpowiadajace jej kolejnym wartosciom staja si¢ nieroz-
roznialne. W zwiazku z tym protokoét bedzie dziata¢ tak samo dobrze z
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Rysunek 8.7: Zalezno$¢ sredniej wiernosci od maksymalnej liczby powtorek.
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Rysunek 8.8: Srednia wiernoéé jako funkcja sredniego prawdopodobiefistwa
pomyslnego pomiaru. Punkty odpowiadaja ustaleniu maksymalnej liczby
powtérek na N'=0,1,. ..
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ograniczeniem liczby powtérek do szesciu, jak i bez ograniczen, co wida¢ na
rysunku 8.8.

Rozwazania analityczne wymusily zastosowanie zatozen bardzo ograni-
czajacych swobode wyboru parametréow. Wartosci parametréow zgodne z
tymi zatozeniami sg niestety nieosiagalne przy obecnej technice. Wartosé¢
z zestawu parametrow (8.24) jest mniejsza o wiele rzedow wielkosci od war-
tosci dostepnych doswiadczalnie [73-77,116]. Ponadto bardzo mala wartosé
k prowadzi do bardzo dtugich czasow teleportacji, o wiele rzedow wielko-
Sci wiekszych od osigganych eksperymentalnie czaséw utrzymywania stanu
splatanego atomow. Dlatego warto ostabi¢ ograniczenia narzucane przez ra-
chunki analityczne i sprawdzi¢, czy nie da sie przyblizy¢ wartoéci parame-
tréw do wielkosci dostepnych do$wiadczalnie. Po pierwsze, mozna wyznaczy¢
wartosé d; numerycznie, co pozwala wrocié do warunkéw (A > Q > Q' >
g A" > 4505 > k> ys1; A, = 01). Po drugie, warto uzy¢ krétszej wersji
drugiego kroku etapu kodowania. Taka sama operacja moze by¢ wykonana
przez jednoczesne uzycie operacji (6.31), (6.32), (6.41) oraz (6.46). Wtedy
nadawca musi o$wietla¢ swoj trzeci atom przez czas, spetniajacy nastepujace
dwa warunki: 505 = 7/2 + 2my7m oraz to/205 = 37/2 + 2mam. Przybli-
zone rozwigzanie mozna znalez¢ dla m; = 11 mg = 1. To przyblizenie jest
troche mniej precyzyjne, ale skraca caty etap kodowania niemal dwukrot-
nie. Krotszy czas etapu, w ktérym nie moze nastapi¢ zadna emisja oznacza,
ze moze by¢ przyjeta wieksza warto$¢ k bez zmniejszania prawdopodobien-
stwa sukcesu. Natomiast dla zréwnowazenia redukcji sredniej wiernosci, spo-
wodowanej przyjeciem gorszego przyblizenia, policzone zostaty numerycznie
optymalne dtugosci czasow to i t3. Wszystkie te zabiegi pozwalaja wybraé
nastepujacy zestaw parametrow

(A; QY5 9,7 k) /27 = (2-10%80;6,3;0,5;107%, 1,5 x 107°)MHz. (8.25)

Jak wida¢, k nadal jest wiele rzedow wielkosci mniejsze od wartosci dostep-
nych w obecnych wnekach rezonansowych, ale dalsze zwiekszanie €2 zmniej-
sza $rednig wiernos¢. Nie mozna rowniez zwiekszy¢ k bez zwigkszania €2,
poniewaz prowadzi to do zmniejszania $redniego prawdopodobienstwa suk-
cesu. Nie daje sie zatem zblizy¢ bardziej tej wielkosci do realnych wartosci,
ale mozna bardziej skroci¢ czas trwania calego protokotu bez zwigkszania k.
Wystarczy skorzysta¢ z wniosku z rozdziatu 7.2 i zamiast przyjmowaé czas
etapow detekeji tp = 1071, ustali¢ tp = 4k~ 1.

Stosujac wszystkie opisane powyzej techniki, wygenerowano 10 000 tra-
jektorii dla parametréw (8.25). Otrzymana zostata $rednia wiernosé rowna
0,97 i érednie prawdopodobienstwo pomyslnego pomiaru réwne 0, 90. Praw-
dopodobienstwo btednego przyjecia przypadku z atomowa emisja sponta-
niczng za pomyslny wyniosto okoto 1%. Réwniez policzono, ze $redni czas
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trwania calego protokotu jest réwny okoto 0,1 s. Niedawno Roos i inni [96]
poinformowali o zaobserwowaniu czasu trwania splatania atomoéw przekra-
czajacego 0,1 s.

Na koniec nalezy jeszcze zbadaé¢ wpltyw nieefektywnosci detektorow na
proces teleportacji atomowych standéw splatanych z asekuracja. Niestety w
tym protokole jest bardzo wiele krokéw, ktore zaleza od wynikéw pomiaru.
Bledne wyniki pomiaru, spowodowane nieefektywnym pomiarem, prowadza
do wykonywania przez nadawce i odbiorce niewtasciwych operacji. W wy-
niku tego otrzymany zostaje losowy stan koncowy, ktéry w dodatku moze
zosta¢ uznany za witasciwg informacje kwantowa. Latwo jest zatem prze-
widzie¢, ze nieefektywnos$é¢ detektoréw zmniejsza¢ bedzie $rednig wiernoscé.
Wykres 8.9 przedstawia zaleznos¢ éredniej wiernosci od nieefektywnosci de-
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Rysunek 8.9: Wplyw nieefektywnosci detektoréw na $rednig wiernoéé. Kazdy
punkt jest Srednig policzona z 2000 trajektorii dla parametréow (8.25).

tektorow. Z wykresu widac, ze protokoét jest bardzo czuty na nieefektywnosé
detektoréw. Nawet dla najwyzszej obecnie dostepnej efektywnosci n = 88%,
srednia wiernos¢ wyniosta zaledwie 0,63. Wynik ten otrzymany zostal po
usrednieniu wiernosci otrzymanych z 10 000 trajektorii wygenerowanych dla
parametrow (8.25).

Trudno jest natomiast przewidzie¢, czy w tak skomplikowanym protokole
wpltyw nieefektywnosci detektorow na srednie prawdopodobienstwo pomysl-
nego pomiaru bedzie zaniedbywalny, tak jak to bylo w poprzednich pro-
tokotach. Dlatego wykreslona zostata na rysunku 8.10 zalezno$¢ sredniego
prawdopodobienstwa pomyslnego pomiaru od nieefektywnosci detektorow.
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Rysunek 8.10: Zalezno$¢ éredniego prawdopodobienstwa pomyslnego po-
miaru od nieefektywnosci detektorow. Kazdy punkt zostal wyznaczony z
2000 trajektorii policzonych dla parametrow (8.25).

Jak wida¢, nawet przy tak wielu krokach zaleznych od pomiaréw, efektyw-
nos¢ wykrywania fotonéw nie ma wpltywu na Srednie prawdopodobienstwo
pomyslnego pomiaru.



Rozdziat 9

Z.akonczenie

Podstawowym celem pracy byto przebadanie i uogélnienie metody teleporta-
¢ji stanéw atomowych z wykorzystaniem kwantowej interferencji pél wycho-
dzacych z dwéch rezonatorow.

Pierwszym osiggnieciem autora niniejszej pracy jest uogdlnienie matema-
tycznego modelu do przypadku niezerowych wartosci wspotezynnika emisji
spontanicznej z poziomu wzbudzonego atomoéw. To uogdlnienie pozwolito
udowodni¢ autorowi, ze konieczne jest narzucenie na parametry dodatko-
wego ograniczenia. Ograniczenie to wymaga, by iloczyn parametru nasyce-
nia poziomu wzbudzonego s i wspétczynnika emisji spontanicznej v byt duzo
mniejszy od wspo6tezynnika ttumienia modu wneki k. Bose i inni [19] uznali,
ze ustalenie odstrojenia od rezonansu A duzo wiekszego od v wystarcza, by
zaniedbac¢ zjawisko atomowej emisji spontanicznej i wybrali wartos$ci parame-
trow takie, ze vs jest niemalze doktadnie réwne . Jednak wpltyw atomowej
emisji spontanicznej na stan uktadu zalezy od iloczynu ~s, co wida¢ juz w
wyrazeniu na niehermitowski hamiltonian efektywny. Poniewaz czas trwania
etapu detekcji jest celowo wybrany na tyle duzy, aby czynnik ttumiacy x miat
silny wptyw na stan uktadu, to dla parametréw Bosego i innych, atomowa
emisja spontaniczna musi wpltywacé réwnie silnie na ten stan. Autor niniejszej
pracy wykazal, ze przyjecie parametrow nie spetniajacych vs < k, prowadzi
do drastycznego zmniejszenia prawdopodobienstwa sukcesu. W przypadku
wartosci parametréow wybranych przez Bosego i innych [19] to zmniejszenie
jest az dwukrotne.

Drugim osiggnieciem autora tej pracy jest opracowanie modelu mate-
matycznego, umozliwiajacego wykonanie wiekszej ilosci operacji na stanie
uktadu. Model ten pozwolil na zrealizowanie drugiego celu niniejszej roz-
prawy, ktorym byto przebadanie mozliwosci zastosowania nadmiarowego ko-
dowania w teleportacji stanéw atomowych. W tym celu autor zaprojektowat
algorytm kodujacy informacje kwantows zawarta w atomie do splatanego
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stanu dwoch kubitow. Zastosowanie nadmiarowosci zawartej w tym splata-
nym stanie dwoch kubitéw do idealnej komunikacji zaproponowat van Enk
i inni [97]. Bose i inni [19] uznali ten szczegdlny stan za doskonaly spo-
sob ochrony informacji kwantowej przed utrata spowodowana niemoznoscia
wykonania pelnego pomiaru w bazie Bella. Jednak ani van Enk i inni, ani
Bose i inni nie podali algorytmu realizujacego kodowanie do tego stanu spla-
tanego. O ile wiadomo autorowi niniejszej rozprawy, zaproponowany przez
niego algorytm nadmiarowego kodowania jest pierwszym tego typu. Autor
wykazal ponadto, ze nadmiarowos¢, zawarta w stanie splatanym dwoéch ku-
bitéw, nie zabezpiecza w petni informacji kwantowej w modelu teleportacji
Bosego i innych. W jednym, na cztery mozliwe, wyniku potaczonego pomiaru
i tak informacje kwantows sie traci. Fakt ten jest w sprzecznosci z twierdze-
niem Bosego i innych, zwtaszcza ze ich model nie pozwala na wyeliminowanie
wspomnianej wady.

Autor niniejszej pracy rozbudowal réwniez uktad teleportacyjny tak, aby
umozliwi¢ teleportacje stanéw splatanych dwoch atoméw. W tym celu autor
zaprojektowat rowniez protokoét realizujacy taka teleportacje z prawdopodo-
bienstwem sukcesu réwnym okoto 50%. Juz osiagniecie takiej wartosci praw-
dopodobienstwa jest istotnym osiggnieciem, poniewaz teleportowanie stanu
splatanego dwoch atoméw poprzez dwukrotne powtorzenie protokotu Bosego
i innych ma dwa razy mniejsze szanse powodzenia. Najistotniejsza cecha za-
projektowanego przez autora protokotu jest jednak wykorzystanie nadmia-
rowosci, pozwalajace w tym przypadku na uchronienie informacji kwantowej
przed kazdym niepomys$lnym wynikiem pomiaru. Protokoét ten zostat do-
ktadnie przebadany numerycznie. Uzyskano wysokie, 94% prawdopodobien-
stwo tego, ze po kilku powtérkach teleportacja zakonczy sie powodzeniem.
Autor zbadal réwniez wptyw nieefektywnosci detektoréw na zaproponowany
przez siebie protokét teleportacji standéw splatanych. Niestety otrzymane
wyniki, Swiadczg o tym, ze protokot ten jest niezwykle czuty na nieefektyw-
no$¢ detektoréw. Nieefektywny pomiar silnie wplywa na srednig wiernosé
teleportowanego stanu. Przed ta niedoskonatoscig rzeczywistych detektoréw
wprowadzona do stanu nadmiarowos¢ niestety nie chroni. Z drugiej strony
nieefektywno$¢ pomiaru nie ma wptywu na prawdopodobienstwo uzyskania
wyniku pomiaru sugerujacego pomyslna teleportacje.

Dodatkowym osiggnieciem autora tej pracy jest zaprojektowanie proto-
kotu wytwarzajacego stany splatane odlegltych atomoéow z prawdopodobien-
stwem sukcesu bliskim jednosci. Protokot ten zostal zaprojektowany na po-
trzeby protokotu do teleportowania atomowych stanéw splatanych, ale row-
niez sam w sobie jest niezwykle interesujacy, poniewaz realizuje bardzo wazne
zadanie. Takie dodatkowe zastosowanie uktadu teleportujacego stany ato-
mowe zaproponowane zostato réwniez przez Bosego i innych [19]. Jednak
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ich protokél mial zaledwie 50% szanse powodzenia. Co ciekawe, Browne i
inni [111] uznali, Ze silne pompowanie ogranicza prawdopodobienstwo po-
myslnego wytworzenia splatanej pary atoméw w takim uktadzie do wtasnie
50%. Tymczasem, jak wspomniano, autor niniejszej pracy opracowal pro-
tokdl osiggajacy przy silnym pompowaniu efektywno$é réwna 100%. Jest
to dowodem na to, ze protokét jest tak samo wazny jak samo urzadzenie.
Zreszty podobnie jest w klasycznej informatyce, gdzie oprogramowanie jest
rownie wazne jak sprzet komputerowy.

Autor niniejszej pracy uproscit rowniez rachunki i wprowadzit formalizm
operacji, dajacych si¢ wykonaé¢ na stanie uktadu. Zaprojektowanie protokotu
do teleportowania standéw splatanych oraz protokotu do wytwarzania stanow
splatanych byto nie tylko mozliwe, ale i stosunkowo tatwe wlasnie dzieki
tej prostej formie zapisu ewolucji czasowych stanu uktadu. Autor tej pracy
wierzy, ze formalizm ten moze by¢ bardzo pomocny takze przy projektowaniu
wielu innych protokotéw i algorytmow.
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