ROZDZIAL 1V

STATYSTYCZNE I ELEKTROMAGNETYCZNE
WLEASNOSCI MATERII

1. METODA WSPOLCZYNNIKOW WIRIALNYCH

Jedna z najwazniejszych metod badania sit miedzydrobinowych jest pomiar odstepstw
gazéw rzeczywistych od réwnania stanu gazu doskonatego. W 1873 roku van der Waals
wyprowadzit nastepujace réwnanie stanu gazéw rzeczywistych:

m

w ktorym cisnienie p, objetosé molowa V,, i temperatura w skali bezwzglednej T sa para-
metrami stanu, R jest molowa staly gazowa, natomiast ¢ i b sa pewnymi stalymi charak-
teryzujacymi indywidualne whasnosci gazéw. Na podstawie kinetycznej teorii gazéw van
der Waals wykazal, ze stala b réwna sie czterokrotnej objetodel wlasnej molekut jedno-
atomowych, natomiast stala a zwiazana jest z sifami wzajemnego oddziatywania miedzy
drobinami gazu.
Do opisu stanu gazu rzeczywistego stosuje sic najczescie] réwnanie:
Va=A4+ B + ¢ + D + (1)
p m— A‘V_n; V’%l VS' “rey P
ktére jest rozwinieciem funkcji pV,, wedtug odwrotnych poteg objetosei molowe] V,,.
Réwnanie to zaproponowal Kamerlingh—Onnes, nazywajac wspdiczynniki jego rozwi-
ni¢cia 4, B, C, ... wspdlezynnikami wirialnymi; A — pierwszym, B — drugim, C — trze-~
cim itd. Wspdlezynniki wirialne zaleza od temperatury i warto$ci ich wyznacza si¢ za pomoca
do$wiadczenia.
Pierwszy wspoiczynnik wirialny speinia nastepujacy warunek graniczny:
A=lim(pV,)=RT, (la)

V=
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a wigc okresla rownanie Clapeyrona dla stanu gazu doskonatego. Pozostale wspolczynniki
wirialne stanowig miare odstepstwa gazéw rzeczywistych od réwnania stanu gazu dos-
konalego. W obszarze umiarkowanych ciénien drugi wspdtczynnik wirialny B okreéla naj-
bardziej istotne odstepstwo od (la), dalsze wspSlezynniki wirialne maja male znaczenie
1 odgrywaja powazniejsza rolg tylko w przypadkach gazéw poddanych dzialaniu wysokich
cisnien. -

Rownanie stanu gazu rzeczywistego w postaci (1) stosuje sie réwniez do mieszaniny
gazow, jednak w tym przypadku wspélczynniki wirialne 4, B, C wyrazaja si¢ nastepujaco:

AM: Z xaAa:

a

By= Y X,%,Bg, (2)

ab

Cy= Z XqXpXe Cape 5
abe
gdzie x, jest utamkiem molowym a-tego skladnika, zas sumowanie rozcigga sie na wszystkie
skladniki mieszaniny. ,

W klasycznej mechanice statystycznej wspotczynniki wirialne maja nastepujacy sens
fizyczny: pierwszy wspotczynnik wirialny odpowiada niewystgpowaniu oddzialywan mie-
dzy atomami i molekutami gazu (atomy i molekuly swobodne), drugi uwzglednia oddziaty-
wanie molekut parami (dwojkowe oddzialywanie), pozostale zawieraja tréjkowe, czwér-
kowe itd. oddzialywania molekul. A wiec odchylenia w zachowaniu si¢ gazu rzeczywistego
od zachowania si¢ gazu doskonalego sg przede wszystkim wynikiem oddzialywai miedzy-
molekularnych. Warto$¢ tych oddzialywan mozna obliczyé za pomoca metod mecha-
niki statystycznej i odpowiednio dobranego modelu molekularnego. W obszarze umiar-
kowanych ci$nient wystarczy uwzglednienie tylko oddziatywania pomiedzy parami drobin
p oraz g okreslonego przez drugi wspdlezynnik wirialny:

)

N2
; Jj‘ {exp[—pu(ryy, Q. Q)]-1} dr,, dQ,dQ,, (3)

— 2725?

B=

o
gdzie NV, liczba Avogadra oraz f~' =kT.

W ogdlnosci catkowita energia potencjalna v, wzajemnego oddziatywania migdzy mole-
kutami p i g sklada si¢ z czedci zaleznej tylko od odlegtoéci r,, miedzy molekutami oraz
czgsei zaleznej ponadto od orientacji 2, 1 2, molekul, jedli nie sg one kuliste. Mamy wiec

upq:u(rpq)_!_v(rpq: Qp:' Qq): (4)

gdzie u(r,,) jest energia zwigzang z istnieniem sit centralnych, zad v(r,,, 2,, 2,) jest energia
wywolana przez sily niecentralne (tensorowe) dyskutowane w rozdziale 1.

Gdy migdzy molekulami gazu wystepuja tylko sity centralne, co ma miejsce w przypad-
ku molekut kulistych, wéwczas(3) redukuje si¢ do postaci:

x

2n
Boon= _TB’ Ni f {exp[—fu (rpg)]— 1} "iq drpg. (3a)
0
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Numeryczne obliczenie B, moze byé wykonane tylko wtedy, gdy znamy prawo, wedtug
ktdrego sily przyciagania i odpychania sie molekut zaleza od ich wzajemnej odlegtoser.
W przypadku atomdéw lub molekut kulistych prawo takie wyraza si¢ wzorem Mie (1903)
i Lennarda—Jonesa (1924):

An M
u(rpq)=—7+.,—;", m>n, (4a)
pr4q 7!"1’

w ktérym pierwszy czlon jest energia przyciagania, za$ drugi — energia odpychania sig
molekut. State /, i i, oraz wykladniki potegowe m i n powinny mie¢ takie wartosci, aby
drugi wspétczynnik wirialny obliczony na podstawie (3a) znajdowat sie w dobrej zgodnosci

Ulrpg)

Lo

=280

b

- B

Rys. IV.1. Zalezno$¢ energii potencjalnej U(rpg) od odleglosci 7,, miedzy molekulami p 1 ¢
Gdy rpe >0, przewazajg sily przyciagania, za$ gdy 7pe< 0, dominuja sity wzajemnego odpychania sie molekul; przy r,,= ¢ energia
potencjalna réwna si¢ zeru, wobec czego o jest odlegtoscia maksymalnego zblizenia sie molekut p i ¢

7 wartosciami B(T) wyznaczonymi do$wiadczalnie. Okazuje sie, ze dla wielu gazow wys-
tarczy przyjaé n=6 i m=12. W tym przypadku potencjal Lennarda-Jonesa (4) mozna
sprowadzi¢ do prostej i wygodnej do stosowania postaci (Hirschfelder 1954, Mason 1969):

12 6
1 (rpp) =4e {<i> —<i> 1. (4b)
rpq rpq {

Parametry ¢ i o maja wymiar odp owiednio energii i dlugosci i sa statymi zaleznymi od ro-
dzaju oddziatujacych ze soba molekul. Nazywa si¢ je stalymi sil Lennarda-Jonesa. Stala o
jest odlegtoscia migdzy molekutami, przy ktérej u(r,,)=0, to znaczy, gdy sily przyciaga-
nia i odpychania molekut réwnowaza si¢ (rys. IV.1). Stala ¢ oznacza minimalna warto$¢
energii potencjalnej dla odlegtosci miedzy molekulami wynoszacej o-\/i.

Podstawiajac do (3a) potencjal Lennarda-Jonesa (4b), otrzymujemy na drugi wspot-
czynnik wirialny (Buckingham 1955):

2n6° N

Bcent=‘3;§ﬁ {H,,(»)—LtHs (M)}, (3b)
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gdzie

0

* , s \° 12
Hn(y) = 12}‘40"1_ 3 r“;‘q_"exp {y" — ) — i drpq —
1 - -

6
27-n @ P 6m+n—3
e ZF(—~>(9

m=0 m! 12

sa funkcjami wprowadzonymi przez Pople’a (1954). Tablice funkcji H,(y) mozna znalezé
w pracy Buckinghama i Pople’a (1955) dla 6 <n<18 i wartoéci y=2v gﬁzZ(a/kT )* zmie-
niajacego sie od 0,6 do 3,2. Dla n> 15 stuszny jest nastepujacy wzér rekurencyjny:

1
Hn(y):‘lf)?f Hn-—lZ(y)_I——Z“Hn—S(y)' (Sa}

Z przeprowadzonych rozwazan wynika, Ze istotnic obserwowane w do$wiadczeniu odstep-
stwa gazdw rzeczywistych od prawa gazu doskonalego stanowia wazng metod¢ badania
rodzaju i wartosci sit migdzymolekularnych. Metoda ta jest jednak stosunkowo prosta
tylko w przypadku, gdy badane gazy zlozone sa z molekut kulistych, to znaczy, kiedy wys-
tarczy stosowaé potencjal Lennarda—Jonesa. Zagadnienie komplikuje si¢ znacznie, gdy
molekuly gazu nie sg kuliste i posiadaja ztozong budowe. W takich przypadkach zamiast
(3a) nalezy obliczy¢ drugi wspdtczynnik wirialny okreslony przez (3). Obliczenia te wyma-
gaja stosowania energii potencjalnej (4), zawierajacej oprécz u(r,,) dodatkowy skitadnik
v(r,,. 2,, Q,), odpowiadajacy tensorowym sitom przyciagania, ktore w ogdlnosci sa zto-
zonymi funkcjami katéw opisujacych wzajemng orientacje molekut.

Obliczenia drugiego wspodiczynnika wirialnego (3) z uwzglednieniem niecentralnych
oddziatywan miedzymolekularnych wykonane zostaly przez Stockmayera (1941), Row-
linsona (1949), Pople’a (1954), Kielicha (1961, 1965), Saxena i Joshi (1962), Orcutta (1963)
oraz Masona i Spurlinga (1969), (patrz np. Stecki 1971).

Metoda wirialna moze by¢ zastosowana do dowolnej wielkodci Q opisujacej dane wias-
noscl fizyozne gazu rzeczywistego (Buckingham i Pople, 1956):

By, Co, Po

O=Ag+
T VL VL V.

+.o,

gdzie 4,4, B,, C, 33 kolejno pierwszym, drugim i trzecim ete. wspélczynnikiem wirialnym
wielkosci 0. Metode wirialnego rozwinigcia wykorzystano do obliczenia innych wielkosci
mierzalnych opisujacych whasnosci fizyczne gazu rzeczywistego. Mianowicie Harris i Adler
(1953), Buckingham i Pople (1955) oraz inni obliczyli drugi wspétczynnik wirialny dla
molekularnej polaryzacii elektrycznej. Buckingham (1956) opracowat réwniez teori¢ dru-
giego wspdlczynnika wirialnego dla refrakcji molekularnej oraz dla molekularnej stalej
Kerra (1955). Kielich (1960, 1962, 1964) rozwingl teoriec wspdlezynnikow wirialnych dla
efektu Cottona—Moutona i rozpraszania $wiatla.
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2. FUNKCJA STATYSTYCZNEGO ROZKLADU MOLEKUL W STALYM
I PRZEMIENNYM POLU ELEKTRYCZNYM

Wezmy pod uwage oSrodek o objetosei V, ktory w nieobecnodci zewnetrznych pdl jest
makroskopowo izotropowy. Niech w objetosci ¥ znajduje sic N fizycznie jednakowych
molekul o geometrii kulistej, ale o anizotropowych wlasnos$ciach elektrycznych. Interesuje
nas okreélenie rozkladu przestrzennych orientacji molekul wzgledem wyrdznionego kie-
runku. Rozklad taki ma charakter statystyczny i zalezy wyraznie od mechanizmu oddzialy-
wania molekut z zewnetrznymi polami, jesli takie dziataja na dany osrodek. W przypadku
gdy na ofrodek dziala stale pole elektryczne o natezeniu E, rozktad orientacji 2 poszczegol-
nych molekul wzgledem kicrunku E opisany jest funkcja f(2, E). Zgodunie z klasyczna
statystyka Boltzmanna dla uvkladu znajdujacego sic w réwnowadze termicznej przy tem-
peraturze T mamy:

exp[ —pu(Q, E)]
[exp[—pu(Q, E)]dQ ’

gdzie u(Q, E) jest energia potencjalng molekuly w zewnetrznym polu elektrycznym E,
przy czym f=1/kT.
Poniewaz nie uwzgledniamy wzajemnego oddzialywania molekul, przeto przy E=0
réwniez u(, 0)=0 i funkcja rozkladu statystycznego (6) redukuje si¢ do postaci:
1 1
Tdo o’

f(Q,E)= (6)

£(@, 0= (6a)
A wiec w nieobecnoséci zewngtrznego pola elektrycznego molekuly rozrzucone sa beztadnie.
Nie ma wyréznionego kierunku, wszystkie orientacje molekut sa réwnouprawnione, a wigc
réwnie prawdopodobne. Funkcja (62) opisuje zatem jednakowo prawdopodobny rozkiad
molekut we wszystkich kierunkach lub, inaczej, izotropowy rozkfad przestrzenny molekut.

W przypadkach nas interesujgcych warto$¢ energii potencjalnej molekuly u(Q, E) jest
mala w poréwnaniu z wartoscia jej energii cieplnej k7, wobec czego mozemy czynnik boltz-
mannowski w (6) rozwingé w szereg potggowy:

7

exp[~fu(Q, B)]= i L R )

wobec czego funkcja rozkladu (6) moze byé z wystarczajaca doktadnoscia zastgpiona nas-
tepujacym rozwinigciem:

fQ,E)y=fo+fi+fa+t3+.... (8

gdzie f, =f (2, 0) jest funkcja rozkladu zerowego przyblizenia dang przez (6a), zas funkcje
pierwszego, drugiego i trzeciego itd. przybliZzenia okre$lone sa nastepujaco:

vf1 = —Bfo(u—<ude),
fa =%ﬁ2fo {uz - <u2>9—2(u - <u>9)<u>9} s

fi==%8% {u3—<u3>g’"3 (u2<u>9+u <u2 >a) +6(<HZ Yotuluyo— <U>20)<u>.o} )

)

(T —2
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gdzie przez

~

o= 1 u'fo széJvu"dQ {10

o

oznaczyliémy usrednienie na wszystkie mozliwe orientacje molekut z jednakowym prawdo-
podobienistwem, czyli z funkeja izotropowego rozkladu (6a).

Dalsze obliczenia ograniczymy do wyrazéw kwadratowych wzgledem E; w tym przy-
blizeniu energia potencjalna drobiny moze by¢ przedstawiona rozwinigciem:

w(Q, E)=—d,E;—4a;; E;E;— ..., (11)

w ktérym d; oznacza i-ta skladowa trwatego elektrycznego momentu dipolowego molekuty
oraz a;; — sktadowe tensora jej liniowej polaryzowalnosci elektrycznej.
Na podstawie (10) i (11) mamy w wyniku usrednienia:

{upo= —%aéijEiEj= -—%aEZ,
(UPyo=3d*6; E;E;= —3dE?,
wobec tego funkcje rozktadu pierwszego i drugiego przyblizenia (9) przyimuja postaé

ostateczng:

flzng() {dlE,‘F%((ZU—aé”)ElEJ},
fZ:% 2f0(3didj_d25ij)EiEj. (12)

Tutaj J;; jest tensorem jednostkowym, ktorego sktadowe réwne sa 1 dla i=j i zero dla i#j,
przy czym :
a=%a,;=%(a;+az;+ass3)

oznacza $rednig polaryzowalnos¢ elektryczna molekuly.
Jesli w szezegdlnodei rozkiad ladunkow elektrycznych molekuly posiada symetrie

kulista, to
"ji:O, aij:aéij

i funkcje pierwszego oraz drugiego przyblizenia (12) znikaja, co jest oczywiste, poniewaz
sztywne molekuly kuliste nie doznaja orientacji w zewnetrznym polu elektrycznym.

Czesto mamy do czynienia z molekulami posiadajagcymi symetrie wzgledem jednej
z osi gtéwnych 1, 2, 3 elipsoidy polaryzowalnosci. Jesli przyjmiemy, ze molekula jest syme-
tryczna wzgledem osi gtéwnej 3 okreslonej wektorem jednostkowym s, to mamy:

dy=ds;, 0,700+ aK,(35;5;— ;) (13)
i mozemy funkcje rozkladu (12) sprowadzi¢ do postact:
fi=Br {ds,-Ei+~;-azca(3s,~sj~5ij)EiEj}, {12a)
fz:%ﬁzdzfoﬁsisj_éij)EiEj-

Podany sposéb wyznaczania zaburzonych funkeji rozkladu stosuje sie tylko wtedy,
edy na molekuly osrodka dziata stale pole elektryczne i mamy w ukladzie okreslone warunki
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réwnowagi termodynamicznej. Gdy na rozwazany uktad dziata pole elektryczne
E=E,coswt=31Ey (e +e~ ') (14)

zmieniajace sie w czasie 7 z czestodcia kolowa w, wowcezas orientagja molekul zwigzana
Jest z okreslonymi czasami relaksacji, ktére zaleza od lepkosci o$rodka, jego temperatury
i ksztattu geometrycznego molekul. W tym przypadku funkcja rozktadu musi opisywaé
dynamiczne wlasnosci uktadu zalezne od odpowiednich czaséw relaksacji i moze by¢ wyz-
naczona z kinetycznego réwnania dyfuzji (Debye 1929):
2 2 of o
VBV (Vu)+fViu} =W PO (15)
w ktérym W jest wspolczynnikiem tarcia wewnetrznego.

Wedlug Debye’a (1929), ktéry pierwszy sformulowat molekularng teorie relaksacji
dipolowej, molekuly dipolowe maja ksztatt kulisty o promieniu ry i z chwilg przylozenia
przemiennego pola elektrycznego orientuja si¢ wewnatrz osrodka ciaglego o lepkosci 7 doz-
najac tarcia:

W=S8nriy.

Okreslony rozklad orientacji przestrzennej dipoli w przemiennym polu elektrycznym
uwarunkowany jest przeciwdzialajacymi ruchami Browna, ktdére daza do przywrécenia
pierwotnego beztadu. Oczywiscie usunigcie zewnetrznego pola powoduje zanik stanu
uporzagdkowania w wyniku chaotycznych ruchédw Browna. Molekuly o geometrii kulistej
charakteryzuja si¢ jednym czasem relaksacji, natomiast drobiny elipsoidalne posiadaja
szes$é czasow relaksacji (Perin 1934).

W niniejszej pracy przyjmiemy dla prostoty za Debye’em, Zze molekuty, mimo 17 sa dipo-
lowe (chodzi tutaj o dipol) punktowy), maja ksztalt kulisty. Jeéli zalozymy dodatkowo,
ze molekuty posiadaja of symetrii wzdhuz kierunku momentu dipolowego, to mozemy wyra-

zenia (11) 1 (12a) zapisaé nastgpujgco:

u(Q, E)=—dEcos%—%all +x,(3cos’9—1)E*], (169
fi=PBfo {dEcos 9+%ax,(3 coszg—l‘)Ez},l (a7
=1 f%d%fy (3c0s>9— 1) EZ, {

gdzie 9 jest katem migdzy osig symetrii molekuly s a kierunkiem zewngtrznego pola elek-

trycznego £.
Widzimy, Zze zaréwno energia u, jak i funkcje rozktadu f; 1 £, zaleza tylko od jednego
kata 3, wobec czego mozemy réwnanie kinetyczne (15) napisaé nastepujaco:

1 ' fowor, 1o o] of <
o WY, D —(sind-—|/i=pw . (15a)
sin 9 89 (Sm “8) i ; (51 4 fj 4 ¢

|

Wobec (14) przedstawiamy teraz pole E w postaci:

E=YE, ", (14a)

"
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gdzie sumowanie rozciaga si¢ na wszystkie czestosci dodatnie i ujemne, przy czym E, jest
amplituda pola elektrycznego W ogdlnosci zespolona.
Uwzgledniajac (17) mozemy oczekiwac, ze rozwiazaniem réwnania (15a) w pierwszym
i drugim przyblizeniu beda funkcje:
£()=Bfo{d cos 9y A, +har,(3 cos’ $—=1)Y Y B, &}, ]
" mom L (17a}
fl(t)::flzﬁzfo d2(3 COSZS_‘ 1)2 chmei(wnﬂ'—wm)t . i

Podstawiajac do réwnania (15a) energie (16) wraz z polem w postaci (142) oraz funkcjg
8)z przyblizeniami (17a), otrzymujemy: ‘
E, E,E,

" 1tiw, Ty " i (o O T
Ell Em En Em
Com= 7 T N B (18}
(1+iw,tp)[1+i(o,+,) 5] [1+i(0,+0,)1](1+ iw,Tp)
gdzie
1 4nrin
rpzjﬁW= o (19)
jest czasem relaksacji dipolowej Debye’a, za$
Tp= LW =1,/3 (203

jest czasem reorientacji molekuly wywolanej silnym polem elektrycznym, zwanym réwnieZ
czasem relaksacji dwdjlomnosci (Peterlin 1943).

Zbierajac otrzymane tutaj wyniki, mozemy napisaé ostateczne wyrazenie na funkcje
rozktadu molekularnego w obecnoéci przemiennego pola elektrycznego o duzym natezeniu
(Kielich 1967, 1970):

E eimnt ﬁ E E ei(wn+wm)t
n ntm

Q. E, 1)=f, |1+Bd cos$ oy (Geos 9D D e T o
J( ) fo{ pd cos ;]"{‘io)nf}) ]2( cos );%“1+i(a),,+wm)’flsx

d* d?
x[6a1ca+»,é—+—-ﬁ,l— ]} @
1+iw,tp 1+iwsT
Funkcja ta opisuje ewolucje ukladu w czasie, od chwili wlaczenia elektrycznego pola

zaburzajacego (14a).
Jedli w rozwinieciu (21) potozymy w=0, to otrzymamy rozkiad Langevina (1910):

f(Q, E)y=fo{1+pdE cos$+1p (3ax,+pd*)(3 cos” §—1) E*+...} (22)

stuszny dla przypadku orientacji molekul dipolowych w stalym polu elektryczoym. Latwo
sprawdzi¢, ze wyrazenie (22) wynika bezposrednio z wyrazen (12), przy zalozeniu symetrii
osiowej molekul.

W drugim krafcowym przypadku, gdy wt,—>0 { - 00, wyrazenie (21) upraszcza sig

do postaci:
(@, Eg)=fo{l+38ar,(3 cos’ 9—DEF+...}. (23)
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Widzimy, ze w polu elektrycznym o wysokich czgstosciach, np. optycznych, trwale dipole
elektryczne nie doznaja orisntacji.

W osrodkach bezstratnych nie interesuja nas zmiany uktadu w czasie, ale pewien stan
réwnowagi termicznej, jaki ustala sig¢ po jakim$ czasie od chwili wlaczenia zaburzenia.
Taka sytuacja upowaznia nas do stosowania funkeji rozkladu w postaci (6) z energig poten-
cjalng zaburzenia uSredniona w czasie:

exp {— B u(Q, E)y,}

Q,E)= — T 24)
A@. B [exp{—B<u(Q. E),}d0 (
Tutaj $rednia czasowa oznaczona symbolem < 3, zdefiniowana jest nastepujaco:
T
1

(Gy;=1lm ——{ G(t)dt, 25;

<G, TIWZTJ (#)dt, | (25)
-7

gdzie 7 jest okresem pewnej funkcji G(r) zaleznej od czasu r.

Podstawiajgc (14) do rozwiniecia (11) oraz pamietajac, ze zgodnie z (25) czlony zawie-
rajgce szybkozmienne czynniki e e*i2er o przy usrednieniu po czasie daja zero.
otrzymamy: '

{u(Q, E)), = il«,aioniEOf (26)

Wynik ten oznacza, ze pole elektryczne fali $wietlne; oddzialywa tylko z elipsoida polary-
zowalnosci elektronowej molekuly nadazajacej za zmianami pola oscylujacego.
Podstawiajac (26) do (9) otrzymujemy z dokladnoscia do kwadratu amplitudy Ej,:

f(e, Eo):fo{1 +%_ﬁ(aij_a51j)EOion+ } (27}

Jesli w rozwinigeiu (21) zaniedbamy cziony zawierajace kwadrat natezenia pola elek-
trycznego, to otrzymamy dla danej czestosei drgan w:
d'E e—i(/)t
f@, E)=f, {Hﬁ Foe 71

D (21a)
l—iwt, |

Calkowity moment dipolowy molekuly sklada sie z trwatego momentu dipolowego d oraz
indukowanego momentu aF, czyli

m(E)=d+aE. (28)
Biorac zatem pod uwage definicje wektora polaryzacji elektrycznej o$rodka
P=p [ m(E)f(2, Eydo, (29)
otrzymujemy wobec (21a) znany wynik Debye’a (1929):
pd? - '
P(t)= +— Y E e o, 30
(1) P{a 3(1—iwry) o€ (30)

Jesli molekuta dipolowa znajdzie sie w przemiennym polu elektrycznym (14), to w za-
leznosci od wartoéci czestosei Jego drgan w moga wystepowaé dwa procesy krancowe;
mianowicie, przy « znacznic mniej szej od czestosci drgan wlasnych molekuty o, pole wptywa
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na orientacj¢ molekutly, powodujac obok polaryzacji indukowanej réowniez dipolowa pola-
ryzacjg, natomiast przy o znacznie wigkszej od w, nie moze ustali¢ sie orientacja molekutly,
wobec czego pole nie wywotuje polaryzacji typu dipolowego, a tylko polaryzacje induko-
wana. Debye pokazal zatem, Ze polaryzacja dipolowa osrodka sktada sie z czesci o fazie zgod-

nej z faza przylozonego pola elektrycznego i cze$ci przesunicte] w fazie, odpowiedzialnej
za zjawisko absorpcji dielektrycznej substanciji polarnych.

3. POLE ELEKTRCMAGNETYCZNE W MATERII
3.1. Rownania Maxwella

W 1864 roku Maxwell sformulowal na podstawie praw Ampére’a, Faradaya i Gaussa
ostateczny ksztalt makroskopowej teoril pola elektromagnetycznego w nieograniczonej

przestrzeni zapelnionej materia. Petny ukiad réwnan Maxwella dla ciagltego o$rodka mate-
rialnego ma w symbolice wektorowej postac: .

1 0B
VxE=———", V-B=0,
% ¢ o1 ’ b
1 (oD
VxH=—(+4nl). V-D=dnp,, (2
4

E i H oznaczaja wektory nateZenia pola elektrycznego 1 pola magnetycznego, D1 B sa wek-
torami indukeji elektrycznej 1 magnetycznej, J jest wektorem gqstoéci pradu elektrycz-
nego, p, okresla skalarng przestrzenna gesto$¢ fadunku elektrycznego.

Makroskopowe réwnania Maxwella mogg by¢ otrzymane z rownan Lorentza (1909)
droga usrednienia w czasie i przestrzeni mikroskopowych pdl elektromagnetycznych
(Rosenfeld 1951, Mazur 1953, de Groot 1965). Podstawowe réwnania elektrodynamiki
oérodkéw ciaglych opisuja sprzezenie migdzy wektorami pola elektrycznego i magnetycz-
nego, oraz oddzialywanie tych pol z materia w czasie i przestrzeni (na poziomie fenomeno-
logicznym nie wnikamy w mikroskopowy mechanizm tych oddziatywan). Pozwalaja one
wyznaczy¢ rozktady pél elektrycznego i magnetycznego oraz pradéw i ladunkdéw w kazdym
punkcic przestrzeni r i chwili # oraz stanowia podstawe matematycznego opisu wszelkich
zjawisk promieniowania i propagaciji fal elekiromagnetycznych w materii.

Réwnania Maxwella sa liniowymi réwnaniami rézniczkowymi, je$li zwiazki miedzy
wektorami indukcji i natezen pdl sa réwniez liniowe, co ma miejsce w $rodowiskach linio-
wych. Bezposrednim nastgpstwem liniowosci réwnan pola elektromagnetycznego jest
zasada superpozycji, wedhug ktorej rézne fale §wietlne rozchodza si¢ w o$rodku niezaleznle
od siebie, bez wzajemnego oddzialywania. Réwnania liniowe mozemy traktowa¢ jedynie
jako przyblizenie i dlatego Born oraz Infeld (1934) sformutowali fenomenologiczng nie-
liniowg teori¢ pola maxwellowskiego (kanoniczna i relatywistycznie niezmiennicza),
ktéra w przypadku stabych pdl prowadzi do ukladu réwnan Maxwella. W nieliniowej teorii
zasada superpozycji zostaje naruszona, co oznacza, 7e fale o réznych czesto§ciach moga
ze soba oddziatywaé, wywolujac réinorodne nieliniowe efekty nawet w prozni. Miano-
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wicie w elektrodynamice kwantowej (patrz Biatynicki-Birula, 1974) pokazuje sig, ze préznia
moze by¢ spolaryzowana przez pole promieniowania, wobec czego mozliwe jest rozpraszanie
$wiatla na $wietle, odbicie $wiatla od Swiatla, nieliniowe rozpraszanie §wiatla na ladunkach
W plazmie itp. (patrz np. Gardner 1965). Wszystkie te efekty sa niezmiernie mate, niemnie]
jednak dzigki szybkim postepom techniki laserowej rzad ich wielkosci miesci si¢ w gra-
nicach przyszlych mozliwos$ci eksperymentalnych. Wzajemne oddzialywania fal elektroma o
netycznych zostaly wykryte za pomoca techniki laserowej jedynie w materialnych oérodkach.
gazach, cieczach i cialach statych.

3.2. Polaryzacja elektryczna i magnetyczna

Fala elektromagnetyczna przechodzaca przez ofrodek powoduje jego polaryzacje elek-
tryczna i magnetyczng w ogdlnosci nie tylko dipolowa, ale réwniez kwadrupolows i wyz-
szych rzedédw multipolowych (Mazur 1953, de Groot 1965, 1969, Kielich 1965. 1966},
W tym przypadku dla danego punktu przestrzeni r i chwili 7 mozemy napisaé nastepujgce
zwigzki miedzy wektorami indukcji i natezenia pdl (Mazur 1953):

D(r,t)=E(r,)+4n{P(r,)—4V-Q.(r, ) +...}, (33)
B(r,ty=H(r,t)+4n{M({r, )1V O, (s, H+...7. (34}

Wektory P(r,t) i M(r, t) okreslaja dipolowe polaryzacje elektryczna i magnetyczna,
natomiast Q.(r, £) i Q. (r,t) sa tensorami (drugiej rangi} kwadrupolowych polaryzacii
elektrycznej i magnetycznej indukowanych w oérodku.

Rozwiniecia polaryzacji (33) i (34) mozemy napisaé w postaci:

D(r,t)=E(r,t)+4nP(r, 1), (35)
B(J", t):—‘:H(}’, t)+4TCMT(ra t))

gdzie wektory catkowitej polaryzacji elektrycznej oraz magnetyzacji maja w ogdlnym
przypadku postaé (Kielich 1966):

@ 2!
= )" v =1 P, 1), 363
Pr(rsn)= ¥ (-1 oSV =11 P, ) (
. =z n+1 n! n—1 . ®)r., . 7
M(r,t)= ngi (—1) (~2—nv)—!v [n—1TM™(r, 1) ; (373

przy czym symbol [n] oznacza n-krotng kontrakcje miedzy n wektorami. Catkowite po-
laryzacje (36) i (37) zawieraja wszystkie przyczynki pochodzace od multipoli elektrycz-
nych i magnetycznych okreslonych nastepujaco:

N
PO, )= Y ml5(r,— 1)), (38)
p=1
N -
M7k, )= Y mid(r,—1)), (39}
p=1

gdzie &(r,—r) jest tréjwymiarowa funkcja Diraca, za§ symbol { > oznacza odpowiednie
sredniowanie statystyczne lub kwantowo-mechaniczne.
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W rozdziale III wprowadzilismy pojecie multipolowego momentu elektrycznego
r-tego rzedu, ktdry okreslamy nastepujgco:

- 1
mg;) = (,*)4 €ps y;;H- lyn (__) , (40)
n!t 3 P s

gdzie r,, jest promieniem wodzgcym s-tego elektrycznego tadunku e, p-tego mikroukladu
(np. atom, molekula).

W analogiczny sposéb multipolowy moment magnetyczny p-tego mikrouktadu okre-

¢lony jest przez:
) 72(—1)"+1 1
(n) 2n+1* 1"
m =" Ve 2L x Vi 41

Dl 5P (}> (4D

ps,
Uwzgledniajac znane relacje migdzy wektorami pol:
D(r,0)=¢E(r,t), B@,)=p H{r 1), (42}

otrzymujemy na podstawie (25) - (37) ogblne réwnania na tensory przenikalnosci elek-
tryeznej i magnetycznej (Kielich 1965):

o0 2” !
(e—U) E(r,N=d4n Y (=1~ 2 v =11 P"(r, 1),
n=1 (Zn)’ .
(43)
g 2
(= U) H(r, =41 3 (=)' o v n—1TM"(r, 1),
n=1 (211)!

gdzie U jest tensorem jednostkowym drugiej rangi; w pisowni wektorowej:
U=xx° +y0yo+ 020,

Réwnania Maxwella moga by¢ rozwigzane nie tylko w szezegdlnym przypadku, kiedy
wszystkie wektory pola maja harmoniczna zalezno$¢ od czasu i wspdtrzednych przestrzen-
nych, ale réwniez w przypadku proceséw okresowych nicharmonicznych, ktore zgodnie
z zasadg sSuperpozycji mozemy przedstawi¢ w postaci catki lub szeregu Fouriera, w punkcie
czasoprzestrzeni (r, t):

E@r, )= {| E(w, k) exp[i(k r—ot)]dodk,

E(r,t)=> E(w,, k,) expli(k, r—w,t)],

(44)

gdzie o, jest czestoscig kolowa drgan oraz k, — wektorem falowym a-tej mody. W celu
uzyskania wartosci rzeczywiste] sumowarnie po prawej stronie (44) rozciaga si¢ na wszyst-
kie czestoéci i wektory falowe, zardwno dodatnie jak i ujemne, przy CZym @-_,= —,.
k_,=—k, oraz dla transformaty Fouriera E(w,, k) =E(—w,, —k,).

3.3. Prawa zachowania w polu elektromagnetycznym

Prawo zachowania ladunku elektrycznego, czyli réwnanie ciaglosci dla gestosci obje-

togciowej tadunkéw ma postac:

op.(r, t
VI(r, £)+ pgt )_o, (45)
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gdzie analogicznie do (39) i (40) definiujemy objetosciowa gestosé tadunku oraz wektor
gestosci pradu elektrycznego:

N
pe(rat):< Z epcs(rp-r)>9
p=1 (46}

N
J(r,t)=¢ 21 ep;‘pé(rp—r)>.

Gestosé sily wzajemnego oddzialywania fadunku elektrycznego z polem elektromagne-
tycznym, czyli sita Lorentza, jest okreslona nastepujaco:

Fﬁmﬂ:p&yQE@J}%éJ@,ﬂxH@,O. (47}

W ogélnym przypadku nalezy uwzgledni¢ réwniez multipolowe polaryzacje: elektryczna
i magnetyczng. Otrzymamy wtedy na catkowity site Lorentza wyrazenie:

Frr, D=F(r, )+ 5 21
> =r r’
T L "=1(2n)!

Objetosciowa gestosé energii pola elektrycznego w oérodku Wynosi:

PO, O[] V'E(r, )+ M, 1) [n] V'H D} (48

1
W(r, t)zfﬁ {E(r,t)-D(r,0)+H(r, 1) B(r,1)}. {49y

Ilo$¢ energii przechodzacej przez jednostke powierzchni, prostopadie; do kierunku
rozprzestrzeniania si¢ energii, w ciagu jednostki czasu, okresla wektor Poyntinga (wektor
chwilowej gestodci strumienia energii):

é
S(r,t)———i—E(r,t)xH(r,t). (50
7

Prawo zachowania energii w polu elektromagnetycznym, czyli réwnanie claglodci dla
gestosel objgtosciowej energii pola elektromagnetycznego ma postaé:

oW (r, 1
9 _, (51;

V-8(r,t)+

3.4. Fale elektromagnetyczne

W celu rozwigzania réwnan Maxwella wprowadzamy wektory natezenia pola elek-
trycznego E(r, t) oraz magnetycznego H(r, t) zdefiniowane w punkcie czasoprzestrzeni
(r, 1) nastepujaco:

E(r,)=—V®(r, 1)

H

104, 1)
c o (52)
H(r,)=VxA(r, 1),
gdzie @(r, t) jest potencjalem skalarnym pola, za$ A(r, 1) — potencjatem wektorowym
pola.
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Fale elektromagnetyczne sg falami z drganiami poprzecznymi, bowiem wektory pola-
E i H sa wzajemnie prostopadle i lezg w plaszezyznie prostopadlej do wektora propagacji
fali k. W znany sposéb otrzymujemy na podstawie réwnan (31), (32), (35) i (42) naste-
pujace réwnania fal elektromagnetycznych dla oérodka jednorodnego i izotropowego,
pozbawionego fadunkéw elektrycznych (p,=0) i pradéw elektrycznych (J=0):

e OCE(r,t
VE(r, - B IEED o
c Ot
(53)
2
e O°H(r,t
VH(p, 1)~ —— =0
(. 0) c¢®  at?
Pordwnujac te réwnania z réwnaniem falowym:
1 0%y
V=g o5=0,
v* Ot

otrzymujemy na predkosé fazowa fali elektromagnetycznej w o$rodku izotropowym:

¢
V=—=-
N, el
. .. . . . 7
Biorac pod uwage definicje wspélczynnika zalamania $wiatla n=—, otrzymamy znany
¢

zwigzek Maxwella:
n*=en (54)

pomigedzy wspdiczynnikiem zatamania $wiatla a przenikalnoécia elektryczng i magne-
tyczna ofrodka.

Natezenie fali elektromagnetycznej I okresla ilo§¢ energii przenoszonej przez fale
w ciagu jednostki czasu przez jednostke pola powierzchni prostopadlej do kierunku roz-
chodzenia si¢ fali (wektora k). Mozemy je obliczyé z wektora Poyntinga (50) wedlug
definicji:

I=KS@, 1)), (55}

gdzie $Sredniowanie w czasie { ), okre$lone jest przez (25). Dla fali monochromatycznej
mozemy wobec (44) napisaé:

E(r,ty=E explilk r—wt)] (44a)

1 podobnie dla wektora B(r, 1), przy czym E, jest amplitudg wektora $wietlnego. Otrzy-
mujemy teraz z pierwszego rownania Maxwella (31) zwiazek:

17 @
kxE(r,t)y=— B(r,t)=— pH(r, 1), (31a}
e ¢

ktdéry po podstawieniu do (50) pozwala napisaé:

2

(S = CE(r, 1) E(r, )3k (56)
4Twn
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Podstawiajac (56) do (55) otrzymujemy natezenie $wiatla w o$rodku izotropowym:
cno
I= - <E@, 0 E(r. D), : (55a)

‘SkorzystaliSmy tutaj z relacji Maxwella ean® oraz z tego, ze w o$rodku o wspélczynniku

zalamania $wiatta n mamy ]ki:—r .
c

.3.5. Funkcja Hamiltona

Wezmy pod uwage mikrouktad (atom lub molekule) skiadajacy sie z punktowych
czastek (bezspinowych) o masie m, 1 tadunku elektrycznym e;. Hamiltonian przedstawia
-catkowita energic mikroukiadu, ktéra w przyblizeniu nierelatywistycznym ma postaé:

ey et (p-2a) 7
= - {esd)s :.).I?’ls(ps—? s> }’

.gdzie p, jest operatorem pedu s-tej czastki, za$ ¢, oraz A sa potencjalami pola skalar-
nym i wektorowym w punkcie, w ktérym znajduje sie s-ta czagstka mikroukiadu.
Hamiltonian (57) moina rozpisa¢ na poszczegdlne przyczynki:

H=H,+H,+H,. (37a)
gdzie
1 2
HO:_ ’E)*S"y (57b)
25 m,

_jest hamiltonianem zerowym (w nicobecnosci zaburzen), czyli energia kinetyczng. Hamil-
toniany zaburzenia pierwszego 1 drugiego rzedu:

1 e
H.= - ¥ A+ A p), 57¢
1 ;es ¢s ZC é_, }ns (P _p) ( C)
1 el
H2=“—2 Z — (AS-AS)” (57d‘\9
2¢° 5 my

Potencjaly pola ¢, i A, wystepujace w tych wyrazeniach skiadaja si¢ w ogdlnosci z po-
‘tencjatéw pol zewnetrznych nie nalezacych do mikrouktadu oraz z potencjatéw pola
pochodzgcego od wszystkich czastek mikroukiadu. W wielu przypadkach mozemy wy-
dzieli¢ z hamiltonianu (57} odpowiednie cziony zwiazane z polem zewnetrznym badz
polem wewnetrznym. W szczegdlnosci hamiltonian pierwszego rzedu (57c¢) moze by¢ roz-
-dzielony na dwie czeéei zwiazane z zewnetrznymi polami elektrycznym i magnetycznym
{Kielich 1965): ‘

H,=H{+HY, (58)
gdzie
= 3 2 v B 1) (58a)
! =21 ¢ T
e 5 20 v e, 1) (58b)
! S en)t " T
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Hamiltonian drugiego przyblizenia (57d) zwiazany jest tylko z polem magnetycznym:.

Hy=—3H(r,t) g  H(r, 1), (59)-
gdzie
1 el )
Wi Ly, e O (60)

jest operatorem polaryzowalnosci magnetycznej mikroukladu.

Opréez hamiltoniandw (58) 1 (59), okredlajacych oddziatywania mikroukladu z zew-
netrznymi polami elektromagnetycznymi, mamy jeszcze hamiltonian okreSlajacy wza-
jemne oddzialywanie miedzy polami elektrycznymi dwéch mikroukladdw p i g (Kielich
1965):

o 2" mtn
L ";) (=1 (W_' mi’;’)[m]"”)Tf,Z)[n] mf_,';) > (61)

D13

H =

g
gdzie
) p(n) __ __ xgmtn
W= -V (

N\

i) :(__ ])m-i—n (n')T(m)
- qp
7p‘l
jest tensorem multipolowego oddziatywania 2"-pola elektrycznego molekuly p z 2"-polem
elektrycznym molekuly ¢, ktore znajduja si¢ w odleglosei r,,. ,

Analogicznie do (61) wyraza si¢ hamiltonian wzajemnego oddziatywania multipoli

magnetycznych.
Pole elektryczne wytworzone przez multipole elektryczne molekuly ¢ w srodku mo--

lekuly p wyraza sie przez (Kielich 1965): [
Fo= i (—1y Znt W1} mdy (62)
ra = (2”)! pq eq ® }
Zagadnienia multipolowego oddziatywania atomow i molekul z polami elektromagne-
tycznymi dyskutowane byly przez Powera (1959), Fiutaka (1963), Kielicha (1965, 1966),.
Atkinsa (1970), Stogryna (1971, 1972} oraz Wooleya (1974).

4. POLLA WEWNETRZNE W DIELEKTRYKU

4.1. Srednie makroskopowe pole w kuli dielektrycznej

Wezmy pod uwage kule makroskopowych rozmiaréw z dielektryka izotropowego:
i jednorodnego o przenikalnodci elektrycznej & i objetosci V. Niech ta kula zanurzona
bedzie w innym (zewngtrznym) oérodku ciaglym o przenikalnosci elektrycznej &o, w kto-
rym panuje jednorodne pole elektryczne Eo. Jesli natezenie zewnetrznego pola elektrycz-
nego E, nie jest wielkie, to natgzenie Sredniego makroskopowego pola E, jakie panuje:
we wnetrzu kuli, wynosi zgodnie z elektrostatyka dielektrykéw (Landau 1960):

380
=" E.. 63y
£+ 2¢, 0 (€3)

& 115



Jezeli ¢>¢,, to linie natezenia pola beda wciagane w strone kuli o wigkszej stalej dielek-
trycznej, gdy e<e,, przebieg zjawiska jest odwrotny.

Zwykle przestrzenig otaczajaca dana kule jest préznia (eo=1) 1 wtedy zwiazek (63)
daje:

3
E:ngé E,. (63a)

Jest to znany zwiazek, jaki zachodzi miedzy $rednim makroskopowym polem Maxwella
E panujacym w dielektrycznej kuli a polem E, przylozonym z zewngtrz w prézni z dala
od kuli dielektryczne;j.

W ogolnym przypadku, gdy dielektryczna kula znajduje sie w bardzo silnym zewnetrz-
nym polu elektrycznym, jej przenikalno$¢ elektryczna jest tensorem &;; 1 nalezy wektorowy
zwigzek (63) zastapi¢ nastepujacym tensorowym:

(8;;42800,,) E; =3¢, Ey; (64)

przy zatozeniu, ze oSrodek zewnetrzny ma izotropowa przenikalnosé elektryczna &,.
Oczywiscie, jeSli w pierwszym przyblizeniu zalozymy. ze tensor przenikalno$ci elektrycz-
nej ¢; jest izotropowy

£, =60, (65)

to otrzymamy ze wzoru (64) znowu zwiazek (63). Jesli tensor ¢;; posiada tylko skladowe
gldwne ¢, ¢, €., to z (64) (i=x, y, z) otrzymamy:

3g, .
E=——F,. (64a)
g+ 28,

4.2. Elipsoida dielektryczna w polu elektrycznym

Niech w osrodku o izotropowe] przenikalnosci elektrycznej ¢, i polu E, zanurzona
bedzie elipsoida dielektryczna, ktdrej anizotropia dielektryczna opisana jest tensorem
przenikalnodci ¢;;. Teraz zwiazek miedzy polem E, a polem makroskopowym E panuja-
-cym w elipsoidzie dielektrycznej przyjmuje postaé (Kielich 1969):

50E0i={(5ij_Lij)30+Lik3kj} E;. (66)

Wystepuje tutaj symetryczny tensor drugiej rangi L;;, okre§lajacy ksztalt geometryczny
-elipsoidy, przy czym jego $lad réwna sie jednoéci:

Lii=Lij 5ij=Lxx+Lyy+Lzz=1 ’
gdzie wartosci gléwne sa okreslone (kolejno dla i=x, y, z):

I 1 ror,r.dS
T2 ) GF LG S) (TS
0

(67)
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PIZy €Zym ry, Iy, 7; s3 polosiami glownymi elipsoidy. W szczegélnodei dla wneki kulistej
(ry=r,=r,=r) tensor ksztaltu ma wlasnosci iZotropowe:

Li;j=%0;;, (67a)

wobec czego (66) redukuje sig do (64).

Dla walca o osi lezacej wzdtuz osi x mamy: L =0 i L,=L.=1%, za$ dla dysku plaskiego
kolowego L, =L, =01 L =1.

Dla osi gléwnych elipsoidy dielektryczne; otrzymujemy z (66):

€o

E.= — E,,. 66a)
T gt (ei—eg) L, ° (668,

Anaklogiczne zwigzki otrzymujemy dla elipsoidy w polu magnetycznym H.

4.3. Pole lokalne Lorentza

Lorentz (1909) opracowat prosty sposéb obliczenia natezenia pola elektrycznego
dzialajgcego na pewna wyrézniong molekule dielektryka, czyli tzw. elektryczne pole
lokalne F,. Nalezy pamietaé, Ze $rednie makroskopowe pole E (dane wzorem (63a)) pa-
nujace w dielektryku ciaglym dziala na kazda drobine. Jednakze dla kazdej drobiny z osob-
na dielektryk nie jest juz oérodkiem ciaglym o stalej dielektrycznej ¢. Kazda drobina Jjest
oddzielona od pozostalych, przy czym te ostatnie w okre§lony sposéb grupuja sie wokét
niej, a wigc w skali mikroskopowej kazda drobina znajduje sic w polu dziatania swych

r<RKD

Rys. 1V.2. Model pola lokalnego Lorentza dla kulistego wydrazenia w dielektryku

sasiadek. W zewnetrznym polu drobiny polaryzujac sie¢ dziataja z kolei w okreslony spo-
sOb na swojé sasiadki i w rezultacie pole dzialajace na wyrdzniona molekule, tzw. pole
lokalne rézni si¢ na ogdt od $redniego pola makroskopowego E.

W modelu Lorentza orodek o $rednicy D znajdujacy sic w zewnetrznym polu traktuje
si¢ w duZej odiegtosci od rozpatrywanej molekuly jako ciagly i jednorodnie spolaryzo-
wany, zas§ w pewnym infinitezymalnym obszarze o $rednicy R uwzglednia si¢ jego mikro-

117



skopowa strukture. A wiec jesli r okrefla rozmiary molekuly, to jest spelniony warunek
infinitezymalnosci fizycznej: r << R < D (rys. IV.2). Przy takich zalozeniach Lorentz otrzymat

rezultat:

4r
FC=E+? P+F. (68)

Tutaj F’ jest dodatkowym polem elektrycznym pochodzacym od molekul zawartych
w infinitezymalnej kuli o $rednicy R. Dla $rodowisk izotropowych o beztadnym rozkla-
dzie molekut pole to znika przy usrednieniu, za$ w innych przypadkach jest na ogot rézne
od zera.

Jesli potozymy w (68) F'=0 oraz uwzglednimy zwigzek 4nP=(¢—1) E, otrzymamy
znana postaé zredukowanego pola lokalnego Lorentza:

e+2 A
F,=-—EFE, (68a}
3

zastosowanego w tej postaci przez Debye’a (1929) do teorii dielektrykow.

Model Lorentza mozna rozszerzyé na wneke elipsoidalng, jesli do (68) podstawimy:

Fi=4n(L;—30;)P;,
otrzymamy:
Feiz[(sij_}—(g_l)Lij]Ej' (69}
Oczywiscie dla kulistej wneki tensor ksztattu ma postaé (67a) 1 otrzymujemy stgd znowu

wzor (68a).
Jesli tensor ksztattu L;; odniesiemy do osi gléwnych elipsoidy, to mamy (Stuart

1967):
Fu={l+(e—1)L;E}. (692)

4.4. Pole lokalne Onsagera

Wneka kulista. W 1936 roku Onsager zaproponowal inny sposob obliczania elektrycz-
nego pola lokalnego dla dielektrykow polarnych. Oparty jest on na dwoch zalozeniach
(rys. IV.3):

(i) molekuia z elektrycznym dipolem punktowym znajduje si¢ w kulistym wydrazeniu
o rozmiarach molekularnych r (wyznaczonych z warunku 4nr*N/3V=1) i otoczona jest
ciaglym dielektrykiem o przenikalnodci elektrycznej ¢

(ii) calkowite pole lokalne

F.=G+R, ) (703
gdzie ;
3¢
= 71
2e+1 70

jest polem wydrqieniazkulistego w obecnosci pola E, za$

2(e—1) d(E)
R= 2e+1 72
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Jest polem reakcji oérodka spolaryzowanego przez dipol elektryczny o catkowitym mo-
mencie dipolowym:

d(E)=d+aF,. (73)

‘Wobec wyrazen (70) - (73) znajdujemy ostatecznie:
F.=G*+R/. (70a)
d(E)y=d"+a"G, (73a)

Rys. 1V.3. Modz! pola lokalnego Onsagera dla dipolowej molekuly zanurzonej w rzeczywistym kulistym wydrazeniu dielektryka

gdzie wprowadzili§my oznaczenia:

) 1

G¥= -G, (71a)

L—af

s 72
RO :fd ‘ * ( a)
d .
dF L gt= 4 (74)
1—af 1—af
Poniewaz oznaczyliSmy

:2(8— 1) 1 (74a)

2e+1 13

zatem uwzgledniajac znany zwigzek na wspélczynnik zalamania $wiatta:

) n'—l_ a (75)

42 2
otrzymujemy wielko§¢ makroskopowa:

2
i (" +2 2£+17>’ (74b)
1—af 3 2e+n”

/

ktéra zmierza do jednoéei, jeSli n?—1.
Wneka elipsoidalna. Scholte (1949) rozszerzyt model Onsagera na przypadek, gdy
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molekula (na ogét anizotropowa) znajduje si¢ we wnece elipsoidalnej, to jest kiedy wobec
(66a) skladowa pola wneki

2

G=— " F,
e+(1—8)L; (76)
za$ skladowa pola reakcji
R;=f; di(E) » an
gdzie
3L,(1—-L)(e—1

reryrfe+(1—e) L]

Poniewaz sktadowa catkowitego momentu dipolowego (tutaj powtarzajace si¢ wskazni-
ki i nie oznaczajg tensorowego sumowania) wynosi:

di(E)=d;+a;(G;+R;), (79)
przeto otrzymamy wobec (76) i (77) na pole lokalne Onsagera-Scholte

Gi i di
L

g ia, (80)
W podobnej postaci mozemy zapisa¢ catkowity moment dipolowy (79)
di(E)=d?<+a;:<Gia (81}
odzie
P af= (8ia)

l“aifi’ ' I—af;

oznaczajg sktadowe trwalego momentu dipolowego i polaryzowalnosei elektrycznej mo-
lekuty zanurzonej w osrodku.

Oczywiscie dla wneki kulistej oraz izotropowej polaryzowalnosci molekuly wyraze-
nia modelu Scholte przechodzg we wzory Onsagera.

4.5. Pole Weissa

Magnetyczne pole lokalne F, w materialach magnetycznych bylo najpierw badane
(fenomenologicznie) przez Weissa (1907), ktéry zaproponowal wyrazenie

Fo=H+lyM, (82)

w ktérym Ay jest pewnym parametrem korelacyjnej struktury domenowej magnetyku.
Jesli uwzglednimy zwiazek 4nM=(u—1) H, to

Fm={1+/1w(,u—1)}H, (83)

albo uwzgledniajac, ze dla diamagnetycznej Jub paramagnetycznej wneki kuliste] mo-
zemy przyjaé lyw=1/3, otrzymujemy:

F.=""H. | (83a)
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Jest to wynik analogiczny do przypadku elektrycznego, kiedy mamy pole Lorentza (68a).
W materiatach ferromagnetycznych sprawa pola lokalnego jest bardziej skomplikowana
edyz warto$¢ liczbowa parametru Ay jest znaczna.

4.6. Pola molekularne w dielektryku

Pole elektryczne. Przedyskutujemy teraz elektryczne pole wewngtrzne w ujeciu staty-
styczno-molekularnym zaproponowanym przez Kirkwooda (1936) eraz Yvona (1936,
1937).

Je$li mamy oérodek bardzo rozrzedzony (np. gaz), to w przyloZonym z zewnatrz
polu elektrycznym E, kazda z drobin polaryzuje si¢ tak, jak gdyby nie istnialy pola mole-
kularne trwatych lub indukowanych multipoli pozostatych molekul. W tym przypadku
‘catkowity moment dipolowy p-tej molekuly jest w przyblizeniu dipolowym réwny:

dP(Eg)=dP +aPEy; . (84)

W odrodku skondensowanym, takim jak gazy sprezone lub ciecze, odlegltoéci miedzy-
molekularne sa mate i dochodzg do glosu pola sit wzajemnego oddzialywania molekut.
W tym przypadku w $rodku danej drobiny p panuje nie tylko zewngtrzne pole elektryczne
E,. ale réwniez dodatkowe pole molekularne F,, wywolane przez rozklad fadunkdw
elektrycznych wszystkich pozostatych (N—1) spolaryzowanych molekut osrodka, ktore
w obecnodci zewnetrznego pola E, jest zdefiniowane (p+g¢) nastgpujaco:

N
F,(Ep)= ; F, (Ey). (85)

Tutaj F,, jest polem elektryczoym wytworzonym w érodku molekuly p przez tadunki
elektryczne molekuly ¢, okreslonym przez wzoér (62).
Uwzgledniajac tylko pierwsze przyczynki, dipolowy i kwadrupolowy, mozemy napi-
sac:
F, (E)y=—"TW d (E))+1VT5 :Q,(Eo)+ ... (62a)

A wiec w oérodku gestym catkowity moment dipolowy molekuly nie jest okreslony
rOéwnaniem (84), lecz nastgpujacym:

dP(Eo)=d{" +aff (Eo; + F). (86)

gdzie wobec (85) i (62a) mamy w przyblizeniu- dipolowym:

N
F§p)(Eo): - Zl Tgfq)dﬁ'q)(Eo)’ (85a)
=
przy czym teraz drugiej rangi tensor interakcji dipol-dipol o g oznaczyliémy przez
T,

Metoda kolejnych podstawien otrzymujemy na podstawie (86) 1 (85a) w przyblizeniu
liniowym na pole molekularne:

N N N
F;p)(EO) =F§p)(0) - Zl Tlgfq)a;‘/?EOk + Z Z Ttgj{’q)aj‘z)Tl(\'?”aE;:EOtn + e (87)
q=

g=1 r=1
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gdzie
N
ng)(O)z— Z T(pq) l“’)—l— Z Z T(pq) (q)T(qt)d(r)_l_ (88)
g=1 q=1 r=1
jest elektrycznym polem molekularnym w nieobecnosci zewnetrznego pola E,=0.
Dla atoméw lub molekut izotropowo polaryzowalnych tensor polaryzowalnodci jest
a;;=ad;; i rozwinigcie (87) redukuje si¢ do wyniku Kirkwooda-Yvona:
N
F{P(Ey)=—a Y TYVEg;+a* Y Z TIOTE,, (87a)

g=1 q=1 r=1

Dla czestosci optycznych pole molekularne jest dyskutowane przez Mazura (1958).

Pole magnetyczne. Analogicznie do (86) piszemy na magnetyczny moment dipolowy
molekuly, zanurzonej w gestym oérodku znajdujacym sie w zewnetrznym polu magnetycz-
nym Hy:

m{”(Ho)=mf) + /{(p)(HOj + G§p)) s (89)

gdzie wektor indukcji molekularnego pola magnetycznego w $rodku p-te] molekuly jest
w przyblizeniu dipolowym (Stephen 1958):

G(p)(H )_ _ Z T(pq)m(q)(H ) (90)
=1
Metoda kolejnych podstawien wobec (89) i (90) otrzymujemy dla molekul diamag-
netycznych (Kielich 1962):

GP(Hy)=— V TEP% SO H o + Z Z T,‘f”/,‘”T:?”/,(;BHOm, (90a)
g=1 g=1 r=1

oraz atoméw jednakowych:

N N N
GP(Ho)=—7 3. TH"Ho;+7" Y Y TFOTW He—... (90b)
a=1 j=1 k=1
Te pola molekularne moga by¢ usrednione dla odpowiednio przyjetego modelu dic-
lektryka.

4.7. Klasyczne metody obliczania polaryzacji

W celu ilosciowego opisania nieliniowych elektromagnetycznych wlasnosei dielektry-
kow stosowano rozne ujecia klasyczne i kwantowo-mechaniczne (van Vleck 1932, Frihlich
1958, Butcher 1965). Opis wlasnosci dielektrycznych w stanach gazowych jest stosunkowo
prosty, na poziomie klasycznym (bez wnikania w kwantows strukture materii), gdyz
zalezy tylko od wlasnosci izolowanych mikroukladéw. Podstawy tych teorii zostaty sfor-
mulowane przez Lorentza (1909), Voigta (1908), Langevina (1910) i Debye’a (1929).

Przebieg nieliniowych zjawisk w Srodowiskach gestych zalezy nie tylko od elektromagne-
tycznych wlasnosci indywidualnych atoméw lub molekud, ale réowniez od ich wzajemnego
oddziatywania i struktury ciala jako calosci. W poczatkowym etapie rozwoju teorii ciat
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gestych uwzgledniono wplyw oddziatywan molekularnych na przebieg zjawisk nieliniowych
w spos6b posredni poprzez pola lokalne dzialajace na atom lub molekule w oSrodku.
Pola te traktowane jako izotropowe, jak w modelu Lorentza lub Onsagera, lub ogdlniej
jako anizotropowe, w przypadku molekuly o naturalnej anizotropii elektrycznej (Scholte
1949), magnetycznej lub optycznej (Raman 1927, Frenkel 1946). Fowler (1935) i Debye
(1935) zainicjowali podejécie uwzgledniajace oddziatywania molekularne (hamowana
rotacja dipoli w cieczy), rozwinigte nastepnie przez Piekare (1939) na sprz¢Zenie dwojko-
we oraz sprzezenia miedzy dwdjkowymi zespolami w cieczach dipolowych. Ogolne pod-
stawy statystyczno-molekularnej teorii nieliniowych zjawisk w cieczach dielektrycznych,
uwzgledniajacej katowe korelacje drobin, zostaly sformulowane przez Buckinghama (1955)
oraz Piekare i Kielicha (1958, 1959) (patrz np. Chelkowski 1972). Jednakze te teorie nie
uwzglednialy statystyczaych fluktuacji translacyjnych, ktére, jak pokazali Kirkwood
(1935) oraz Yvon (1936), odgrywaja decydujaca role w teorii refrakeji i polaryzacji mo-
lekularnej plynéw atomowych. Ten statystyczny proces przestrzennych przegrupowan
atomow lub izotropowo polaryzowalnych molekul powoduje powstawanie anizotropii
elektrycznej fub magnetycznej obszarow bliskiego uporzadkowania w cieczy (Kielich 1960,
1962).

Aby mozna bylo uwzgledni¢ wplyw réznorodnych czynnikéw natury mikroskopowej
i strukturalnej na zjawiska liniowe i nieliniowe w gestych dielektrykach, wygodnie jest
stosowaé najpierw pétmakroskopowe ujgcie tcorii, a nastepnie przejs¢ do jej statystyczno-
-molekularnej interpretacji, zaktadajac odpowiednie mikroskopowe modele. Metoda pot-
makroskopowa zostala zainicjowana przez Kirkwooda (1939) i zmodyfikowana przez
Frohlicha (1958) w liniowej teorii dielektrykéw ciekiych, a takze stosowana z powodze-
niem w nieliniowych teoriach dielektrykow (Kielich 1938, 1962).

W pdtmakroskopowej teorii Kirkwood rozwaza dielektryczna kule makroskopowych
rozmiaréw o objetoéci V zawierajacej N molekut. Ta kulista prébka izotropowego i jed-
porodnego dielektryka o przenikalnosci elektrycznej & znajduje si¢ w jednorodnym zew-
netrznym polu E, przylozonym w o$rodku o przenikalnosei elektrycznej &o. Srednie
makroskopowe pole elektryczne E panujace w badanej kuli dielektrycznej jest okreSlone
przez wzér (63), wobec czego dla dielektryka izotropowego mamy:

e—¢
(6—20) E=380 —— Ey=4m P(E,). (91)
e+2eq
W tej ogdlnej relacji wektor polaryzacji elektrycznej P(FE,) jest funkcja pola Eo 1 dla nor-
malnych diclekirykéw znika przy Eo=0 (nie rozwazamy spontanicznej polaryzacji, jaka

ma miejsce w ferroelektrykach). Oczywiicie na P(E,) skiadaja si¢ elektryczne momenty
dipolowe wszystkich N molekut zawartych w kuli o objetosci ¥, przeto mozemy napisaé:

1 N
P(Ep)=; Zl d7(E,), (92)

gdzie sumowanie rozciaga si¢ na wszystkic molekuty w kuli, posiadajace elektryczne
momenty dipolowe d?(Ey).
Jednakze w dielektrykach cieklych wszystkie molekufy, ktére maja okreslong kon-
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figuracje 7, wewnatrz kuli ¥ muszg by¢ traktowane statystycznie, wobec czego makro-
skopowa polaryzacja bedzie wynikiem statystycznego uérednienia mikroskopowych pro-
cesdw zachodzacych w kuli o objetosci V, czyli

>

| ;
PE) = ¥ d7(z, Eo),. (93)

Tutaj srednia statystyczna (zaburzona polem E,) okreslona jest w stanie réwnowagi termo-
dynamicznej ukladu wzorem:

{Qr,= 0z, E)f(r, Ep)dn, (94)

gdzie funkcja rozkladu statystycznego Gibbsa:

exp[—pU(z, Ey)
fe. Ey= SPLZIUGBo)] (95)
fexp[—BU(x, Ey)]dz
W analogiczny sposéb otrzymujemy podstawowe réwnanie dla przenikalnosci magne-
tycznej: '

H—Hy
(U= po)H=3u, -
u+2pq

Hy=4nM(H,), (96)

gdzie wektor polaryzacji magnetyczne] izotropowego oérodka

1 N
JM(HO): ? < Zl m(p)(f b HO)>H0 ] (97)

przy czym m”(z, H,) jest magnetycznym momentem dipolowym p-tej molckuly w kon-
figuracji © w obecnosci pola magnetycznego H,.

Potmakroskopowa teoria liniowych elektrycznych wilasnosci diclektrykéw izotropo-
wych jest wiec okreslona przez fundamentalne zwiazki (91) i (93), za$ liniowych wilasnosci
magnetycznych przez zwigzki (96) i (97). Te fundamentalne réwnania moga by roz-
szerzone na przypadek nieliniowych wlasnoéci clektrycznych i magnetycznych dielek-
trykéw, co bedzie przedmiotem dyskusji w nastepnych rozdziatach, poswigconych kon-
kretnym zjawiskom.

W ten sposéb opiszemy ilo§ciowo wiasnoéci elektryczne, magnetyczne i optyczne
dielektrykédw w sposéb jednolity, pozwalajacy uwypukli¢ wzajemne zwiazki migdzy
poszczegdlnymi zjawiskami badanymi do$wiadczalnie réznymi technikami pomiarowymi.

5. RACHUNEK ZABURZEN DLA PRZEJSC KWANTOWYCH

W wiclu przypadkach klasyczny opis badanych zjawisk nie jest wystarczajacy i nalezy
siegna¢ do metod mechaniki kwantowej, pozwalajgcych wnikngé w mechanizmy mikro-
skepowe. Dla nas szczegdlnie wazny jest rachunek zaburzen, pozwalajgcy rozwiazaé
W odpowiednim przybliZeniu procesy przejéé kwantowych ukladéw pod wplywem . ze-
wngtrznego pola elektromagnetycznego.
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Niech dany bedzie pewien operator dynamiczny Q(t), opisujacy wlasnosci fizyczne
ukladu kwantowego zmieniajacego sic w czasie #. Je$li zaburzenie dziatajace na uktad
kwantowy (np. atom lub molekute) zalezy od czasu W(¢), catkowity hamiltonian

H(t)=H,+W(1), (98)

gdzie H, jest hamiltonianem ukfadu niezaburzonego.
Réwnanie Schrédingera dla stanéw niestacjonarnych ma postaé:

-

I}
it "%/:{Ho‘{‘ W}y, (99)-

gdzie w=y(r, t) jest funkcja falowa stanu ukladu w punkcie » i chwili .

Niech wo,,=wn(r, 0) oznacza funkeje falowsg ukladu znajdujacego sie w stanie kwan-
towym m w nicobecnosci zaburzenia (funkcja wlasna hamiltonianu H,), za$ v, funkcje
falowa tego ukladu w obecnosci pdl zaburzajacych (funkcja wlasna catkowitego hamilto-
nianu (98)). Cheemy znalez¢ przyblizona warto$§¢ funkeji falowej ukladu zaburzonego w,,
za pomoca znanych funkeji falowych o, standw stacjonarnych ukladu niezaburzonego..
Piszemy zatem

W (1, 1) = % Con (D Wi (r, 0)exp (—iwy, 1), (100)

gdzie w,=E)/h jest czestoicia drgan kolowych odpowiadajaca energii wilasnej E? stanu
kwantowego k ukladu niezaburzonego. Wspdlczynniki przejécia ukladu kwantowego ze
stanu m do stanu k& pod wplywem zaburzenia W(¢) sa funkcjami czasu, ktére mozna
rozwinal w szereg:

Q
Ckm(t) CI(cm)—‘_('lan)—*—c(Z) e = y (’[(j:,) (101)
=0

edzie przyblizenia kolejnych rzedéw obliczamy z ukladu réwnan (s=0,1,2,...):

deon(t)_
dt
s 1)(1) © .
d Z <kIW(l)’n> cnm(t)exp(lwknt)' (102)

Elementy macierzowe zaburzenia dla przejScia kwantowego k—n sg okreslone stan-

dardowo przez
kW (D]n>= § (e, )W (D, (, 0)dr, (103),
zas
wkn:a}k_a)n:(El?—Eg)/h

jest czestoSeig przejécia ze stanu k do n w nieobecnodci zaburzenia.

Na podstawie (102) wspolczynniki przejscia zerowego przybliZenia c( ) nie zaleza od
czasu 1 okre$laja warunki poczatkowe. Poniewaz okre§lajg one stan ukladu przed wlacze-
niem zaburzenia, przeto moZemy napisac:

Ckm - (Skm H (1023'}
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co powoduyje, Ze funkcja falowa (100) przyjmuje postac:

W (r, D=y, (r,0)exp(—in,t), (1G0a)

stuszng dla ukladu niezaburzonego.

5.1. Zaburzenie harmoniczne

Aby obliczy¢ z réwnan (102) wspélezynniki przejscia kolejnych rzedéw, nalezy przyjaé
wyrazng zalezno$¢ zaburzenia W(f) od czasu. Przyjmijmy najpierw postaé harmoniczng
{{monochromatyczna fala):

VV;(t)=%VVJ+€iwt+%VV—C_iwr. (104)
Z réwnania (102) otrzymujemy dla s=0 na wspdlezynniki przejécia pierwszego rzedu:
ihel (D= [ Ck|W(6)|m) exp (i, 1) dt, (105)

gdzie uwzglednili§my warunki poczatkowe (102a).
Podstawiajac do (105) zaburzenie (104), otrzymujemy po scatkowaniu:

k(D) =Jcin (+ @) exp [i @y + @) 1]+ ek (— @) exp [i (@ — ) £] . (105a)

gdzie oznaczyli$my:
1 kW= imd

W4 )y e ) {105b)
S e
Dla s=1 réwnania (102) daja na wspdtczynniki przejscia drugiego rzedu:
iheg(D="Y [ kW (O)|n) il (Oexp (ia, t)dt, (106)

skad po uwzglednieniu zaburzenia (104) oraz wspdlczynnikéw (105a) otrzymujemy:

() =lte(+ 0+ @) exp [ (W +20) 1]+ {cfa)(+ 0 —w)+

+ el (— o+ m)}exp (i, t) + s (—o—w)exp [i (W, —2w)t],  (106a)

-gdzie oznaczyli$my:
1 KW=in> <nlw = md>
Doyt y Wi W |m>
h“ n (wkm i 260) (Ojkn i Cl))

| KWy Ln|WEm)
C;i,zy,)(iw—%-w):;—ﬁ; 5 O L&l = y

(106b)

(106¢)

D (O F ) 4

Jak nalezato si¢ spodziewaé, w rozwinigciu pierwszego rzedu (105a) zalezno$¢ od
.czasu jest harmoniczna, tak samo jak zaburzenia (104). Rozwigzanie drugiego rzedu
(106a) sktada sie ze skladnikéw niezaleznych od czgstodel drgan o zaburzenia W oraz
skladnikéw zmieniajacych si¢ z podwojona czestodcia drgaf zaburzenia 2w. aOczywis’cie
rozwiazania dalszych rzeddw, ktérych tu nie wypisujemy, bgda zawiera¢ sktadniki z wyz-
szymi wielokrotnosciami czestosci drgan podstawowych .
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5.2. Zaburzenie wielcharmoniczne

Rozpatrzymy teraz ogdlniejszy przypadek zaburzenia

W(t)= > W, exp(iw,t), (3073

gdzie sumowanie rozciaga si¢ na wszystkie czestosci drgan, zarowno dodatnie jak ujemne,
W rozwazanym teraz przypadku réwnania (102) na wspolezynniki przejécia przyjmuja.

postac:
d c(s+ 1) ( t)

ih —
dt

=) Z kW oy ety exp Li(@ + o) 1], (108)

gdzie W, jest ampiituda zaburzenia niezaleZzna explicite od czasu.
Biorac pod uwage warunki poczatkowe (102a), otrzymujemy z rownania (108) na.
wspoélczynniki przejscia pierwszego przyblizenia:
(1)(0‘ 2 Cl\m)(wa)exp[L(wkm—’_w)t] (109)

gdzie ’
1 (k[Wa[m>

h Do + Wy

N w,) = (109a):

Wspdlczynniki przejicia drugiego przyblizenia obliczone z réwnan (108) maja postaé:

C;\fn)(t) = Z ('/(czm)(a)a + wb) exp [Z (wkm + Wy, + wb) t] B (1 10)

ab
gdzie czynniki dyspersyjne maja postac:
1 Ck|W |ny <n]Wb[m>

. L , 110a)-
+ e
ckm (C‘) a)b) (CU/ om + , + (l)b) (wkn + wb)

Latwo sprawdzi¢, ze dla zaburzenia z pojedyncza czgsto$cig drgaf w otrzymane 0gdlne
rozwiazania (109) i (110) daja w szczegélnosci wyniki (105a) i (106a), jeSli bedziemy
pamietaé, ze dla ¢=1 mamy o, =wm, za$ dla a=—1 mamy w_;=—o.

Analogicznie, mozemy z rownania (108) otrzyma¢ wspéiczynniki przejécia trzeciego
przyblizenia w nastgpujacej postaci:

()= Y ciadw,+wy+ o) exp [i(@p, o, oyt o)t], (111y

abc
gdzie oznaczylismy:
kW, |n> Qan K, |m>

(111a):
n T A+ 0+ 0y + 0 (@ + 0y + 0,) (0 0,)

Lk,n(a) +w,+ )=

5.3, Srednia warto$¢ operatora przejscia

W mechanice kwantowe]j definiujemy $rednig wartosé¢ operatora Q(¢) dla przejscia
m—n w sposob nastepujacy (Blochincew 1954):

QD= Jun(r, 000, hy,(r, dr. (112):
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Dla ukiadu poddanego zaburzeniu W(¢) funkcja falowa dana jest rozwinieciem (100},
“wobec czego moZemy napisaé:

Qnm(t): % CZ;n([)<k|Q(t)ll>cln([)exp(lwklt)* (1123)

‘gdzie element macierzowy operatora przejécia
KOOI = [yir, 0)0(Dw,(r, 0)dx. (113)
Uwzgledniajge rozwinigeie (101) na wspélezynniki przejécia, mozemy (112a) zapisaé
ostatecznie w postaci (Kielich 1966):

0, ()= Z oL, B(114)

s=0

gdzie element macierzowy operatora s-tego przyblizenia

()= Z Z el (D<KIQI> iy~ (1exp (icy 1) (115)

Biorge pod uwage warunki poczatkowe (104), otrzymujemy ze (115) operator przejicia
zerowego przyblizenia:
Qﬁ,?n)(t)z(m’Q(i)]n)exp(ia)mnt). (116)
A wigc w nieobecnosci zaburzenia (W=0) elementy macierzowe operatora przejscia sa
harmonicznymi funkcjami czasu z czestoéciami Bohra w,,,.
W pierwszym przyblizeniu operator przejécia

Qi (1) = Z {ekon CKIQ D[ ci ™+ e KDY e} exp i 1), (115a)

a po uwzglednieniu warunkow poczatkowych (104) oraz wspélczynnikdw przejécia pierw-
szego rzedu (109) mozemy napisaé ostatecznie:
| [ >
oio=-1 ¥ ¥ | ud

( ot )exp(zw W+

+@!W"’k>

<le<z>ln>exp(—iwar>}» oxp (i 1), (117)

km a

Drugie przyblizenie operatora przejécia, wynikajace ze wzoru (115), ma postac:

Q1) = chl(cgl) o e el et (0)}<le(t)'l> exp (imy1). (115b)

in n

‘Podstawiajac tutaj wspdtczynniki przejscia (109) i (110) oraz korzystajac z warunkow
poczatkowych (104), otrzymujemy ostatecznie:
kW | D Wyl
2) )=— f t k [
Qm ® hZZlenIQ( )[ >( Opy + 0, + ) (W, + 0p)
m|Wolkey <K[Q(D|TY <I|Wy|n>
+
(wkm + wa) (wln + wb)

<m|W [k kW)l _ 1 ‘ 118
(O +©,) (0 + 0, + 0, <loin) expl I(wa+wb)t]5 sxpliont). (19

expli(w,+wyt]+

expli(—w,+w)t]+

128



Dla s=3 réwnanie (115) daje operator przejécia trzeciego przyblizenia:
Q)= Z {Chm €l oy i+ Chan ey el el } QDI exp (i 1) (115¢)

Korzystajac z warunku (104) oraz wyraznej postaci wspofczynnikow przejicia (109) -
- (111), otrzymujemy operator przejécia trzeciego przyblizenia:

Q1) exp(—iwyt)=
Z Z { <171|Q(t)]k} <,k,[ Wall> <l|Wb|r> (erC|n>
i I(wk,, + 0, + 0, + o) (w,+0,+o o, +wn,)
N <m‘| Wilk> CKIQQO|I <[ W4lr> r| Wil
(a)km + wa) (wln + 6Oh + w(:) (a)rn + wc)
| Sm[Wfiey <K[Wh[ 1> QD> <r{Welny
(wkm + wa) (wlm + a)a + wb) (wrn + CL)C)
<m|W, [k kW 1y LW r> <rlQ(0)|n) .
(v ons b oo oy ) TPL Ot 0} (19

expli(w, +w,+0)t]+

expli{—w,+w,+w.)t]+

xpli(—w,—w,+w)t]+

Analogicznie mozemy znalezé postaé wyrazna coperatora przejcia dowolnego n-tego
przyblizenia (Kielich 1966).

5.4. Czas iycia pozioméw wzbudzonych

Traktowali$my wszystkie poziomy energetyczoe ukiadu kwantowego jako poziomy
$cisle dyskretne. JednakZe stany wzbudzone uktadu kwantowego maja skoficzony czas
zycia, co prowadzi do tego, Ze poziomy staja si¢ poziomami quasi-dyskretnymi o szero-
kosci okreslonej, chociaz malej. Prawdopodobiefistwo tego, Zze w ciagu czasu ¢ ukiad
nadal znajduje sie w danym stanie wzbudzonym, okresla funkcja

P(t)=e ", (120)

A wiec prawo rozpadu stanu wzbudzonego jest wykladnicze, a wielko$¢ T=1I ! ma
wymiar czasu 1 nazywa si¢ czasem Zycia stanu wzbudzonego.

Uwzgledniajac prawo (120), musimy teraz zgodnie z zalozeniem Weisskopfa i Wignera
(1930) zastapi¢ réwnanie (102) na wspotczynniki przejscia przez nastepujgce:

defe (1)
ih— G2 S kW (D)|nd el (1) exp [i (g, + i) 1], (12D
gdzie
rkn:%(rk—}_rn):%(ﬂc_ ! + 7;1_ 1) . (122)
‘Wielko$§¢ hI,, nazywamy szerokosSciq poziomu wzbudzonego zwiazang z przejsciem k—n,
jesli stan wzbudzony k& ma czas zycia T, =1 ! za$ stan wzbudzony n — czas zycia T,=
=r;"
Pamigtajac o warunkach poczatkowych (104), otrzymujemy teraz ze (121) wspdtczyn-
niki przejcia pierwszego przyblizenia

(=" cia)(@,) exp [i (W +w,+ il t], S (123)
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gdzie

1 kW,

e — L K (123a)
h ((’Ukm + wa + irkm)

‘Widzimy, ze wynik ten rézni sie od poprzedniego (109) obecnoscia thumienia’ if,,.
ktore pojawi si¢ réwniez w pozostalych wzorach (110), (111) oraz (117) - (119).
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