ROZDZIAL 11 i

ELEMENTY
KLASYCZNEJ MECHANIKI STATYSTYCZNEJ

Metody statystyczne mozna. stosowaé do ukladow termodynamicznych (ciat makro-
skopowych) sktadajacych sie z ogromnej liczby pojedynczych obiektéw lub podukiaddw
(ap. mikrouktady: atomy, molekuly, jony, makromolekuty). Najprostszym ukladem ter-
modynamicznym jest gaz doskonaty, w ktérym atomy lub molekuly znajdujg si¢ w stanie
cigglego i beztadnego ruchu. Miedzy dwoma kolejnymi zderzeniami sprezystymi (bez
straty energii) molekuta porusza si¢ prostoliniowo, przebywajac pewng Srednia odlegtos¢,
zwang Sredniq drogg swobodng J. Poszczegdlne molekuly gazu doskonatego sa od siebie
niezalezne, czyli sily ich wzajemnego oddzialywania sa tak nieznaczne, ze mozna je po-
minaé¢ w rozwazaniach (nie bierzemy tutaj pod uwage znacznych na ogét sit w chwili zde-
rzenia, ktére dziataja w ciggu bardzo krétkiego czasu). Wiadnie dla gazow opracowane
zostaly po raz pierwszy przez Maxwella i Boltzmanna metody statystyczne, stanowigce
podstawe kinetycznej teorii gazéw.

Metody statystyczne stosujemy do wyjasnienia makroskopowych wlasnosci ciat z punk-
tu widzenia ich budowy mikroskopowej. Makroskopowe wielkosci fizyczne sa przy tym
érednimi wartosciami wielkosci charakteryzujacych odpowiednie procesy mikroskopowe
zachodzace w calym ukladzie termodynamicznym. Na przyklad ci$nienie gazu, jako
wielko§¢ termodynamiczna, jest wynikiem ogromnej liczby uderzen poszczegdlnych mo-
lekut gazu o $ciany naczynia. Strukturalnych wiasnosci cial makroskopowych nie mo-
zemy wyczerpujaco opisaé tylko samymi czysto mechanicznymi metodami, gdyz podle-
gaja one prawidtowosciom statystycznym. A wiee w fizyce statystycznej zaklada si¢ okre-
slony model mikroskopowy ciata, na podstawie ktérego metodami statystycznymi otrzy-
maé mozemy réwnanie stanu tego ciata albo opisa¢ wszystkie jego wiasnosci makrosko-
powe.

Fizyka statystyczna dzieli si¢ na statystyke stanéw réwnowagi i standw nieréwnowagi
{w sensic termodynamicznym). W pierwszym przypadku statystyka operuje prawdopodo-
biefistwami i $rednimi niezaleznymi od czasu, w drugim — prawdopodobienstwami i $red-
nimi zaleznymi od czasu.
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Fizyke statystyczng dzielimy réwniez na klasyczng i kwantowa, zaleznie od sposobu
traktowania wybranego modelu materii.

My bedziemy gléwnie operowali metodami statystyki klasycznej standw rownowagi,
chociaz réwniez bedziemy korzystali z wynikéw klasycznej statystyki standw nierdwno-
wagi, czyli kinetyki statystyczne;.

1. ROZKLAD MAXWELLA-BOLTZMANNA

Z ogolnej liczby N molekut zawartych w gazie o objetosci V rozpatrzmy pewna liczbe
dN molekut, znajdujacych si¢ w elemencie objetosci dV i ktdrych predkosci zawarte sa
w przedziale migdzy v i v--dv. W wyniku dostatecznie dtugiego procesu cigglych zderzefi
migdzy licznymi molekutami ustala si¢ réwnowaga termodynamiczna, w przypadku kté-
rej rozklad liczby molekut okreslony jest prawem Maxwella-Boltzmanna:

E+U
ANy _p=AN exp| — ——— ) dno’dvdV (1
kT
gdzie A jest pewna stala. Tutaj E jest energia kinetyczna, ktéra w przypadku jednej mo-
mo
lekuly o masie m, poruszajacej sie z bezwzcﬂqdnq predkoseia v, jest E_T Energia po-

tencjalna U w zewngtrznym polu sit dla molekuly znajdujacej sie np. w polu ciezkosci
na wysokosci /1 jest réwna mgh, gdzie g jest przyspieszeniem ziemskim.

JeSli energie £ i U sa niezalezne od siebie, to rozklad Maxwella-Boltzmanna (1)
mozna traktowac jako iloczyn dwéch rozktadéw, z ktérych jeden zalezy od predkosci
molekul, zas drugi od ich polozenia w przestrzeni. Pierwszy rozkiad molekul, wedhg
bezwzglednych wartosci predkosci, nazywamy rozkiadem Maxwella (1860):

2
mo
AN, =Ay N exp <_2kT> dmv’dy, (la)

gdzie

3

= m \*
M\ onkT)

Drugi rozktad opisuje zachowanie sie molekut w polu sit zewnetrznych i nazywamy go
rozkladem Boltzmanna:

U
dNg=Ay N exp ( —kT) v . (1b)

Rozklad Maxwella (la) okresla liczbe molekul, ktérych predkosci bezwzgledne v
leza w danych granicach predkosei dv, niezaleznie od kierunku predkosci w przestrzeni.
Dla wektora predkosci v molekuly w przestrzeni kartezjanskiej liczba molekul, ktdrych
skladowe predkoéci v, leza w przedziale (v,, v, +dv,), skladowe v, w przedziale (v,, v, +dv,),
skladowe v_ w przedziale (v,, v.+dv,), wynosi:

m \* m(v2+v; +v2) :
ANy={—— ] Nexp| — ———=" dv dv,dv,. 2
M <2nkT> p[ 2kT x40 2
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Widzimy, ze rozklad Maxwella (2) mozemy rowniez zapisa¢ w postaci iloczynu trzech
niezaleznych czynnikow:

dNM =Nf(vx)f(vy)f(vz) dvx dvydl"z H (23.)
gdzie (i=x, v, z)
m \* o omp?
sor=(m7) = (~3r) (2b)

nazywamy funkcjami rozkladu wzgledem skiadowych predkosci molekuty.
Podobnie mozemy rozktad Boltzmanna (1b} zapisa¢ w przestrzeni kartezjanskiej:

Ulx, v,
dNB=ABNexpl:—~();Ty’Z)
<

]dxdyd:. (3)

Niech p=N/V oznacza gestos¢ liczby molekut gazu, w* dy na podstawie rozkladu
Maxwella-Boltzmanna gesto$é liczby molekut na wysokosci 4 wyraza sig wzorem Boltz-

manna
mgh ‘ 4

=po eXp|{ — :
Pr=po eXp | =) 4

gdzie p, jest gestoscia liczby molekul na wysokosci 4=0.
Wz6r Boltzmanna (4) okresla prawo rozktadu gestosci liczby molekut gazu w zalezno-

éci od wysokosci, przy czym gesto$§é maleje wraz z wysokoscig.

2. ROZKEAD KANONICZNY GIBBSA

Elementy fizyki statystvcznej przedstawimy na podstawie o metody Gibbsa (1902), jako
jedynej metody czéingj i konsekwentnej. Metoda Gibbsa powstata w fizyce teoretycznej
jako logiczne uogdlnienie prac Clausiusa, Maxwella, Boltzmanna i wielu innych badaczy
zajmujacych si¢ fenomenologiczng i atomistyczng teoria ciepta i innych proceséw sta-
tystycznych.

Stan dowolnego uktadu materialnego, sktadajacego si¢ z N mikroukladow (atomow,
molekut, makromolekut etc.) o s stopniach swobody, mozna opisa¢ metodami mechaniki
klasycznej Hamiltona, zadajac sN wspdlrzednych uogélnionych q;, i=1,2, ..., sN, i sN
pedéw uogdlnionych p;, i=1,2, ..., sN, czyli zadajac 25N zmiennych niezaleznych, zwa-
..ych zmiennymi kanonieznymi. Przez S=sN rozumiemy liczbe stopni swobody catego
ukiadu. '

Ruch uldadu o S stopniach swobody opisany jest réwnaniami kanonicznymi Hamil-
tona (jest to uklad 2S réwnan rézniczkowych pierwszego rzgdu):

dg; oH dp,  CH

ey o i=1,2,..,5, 5
i op i oq )

gdzie H jest funkcja Hamiltona. W przypadku uktadu zachowawczego, kiedy (zasada
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zachowania energii mechanicznej)

dH

E?ZO’ H=H(g,,..., gs; P1>-.-» Pg)=coOnst,
funkcja Hamiltona nie zalezy explicite od czasu i okresla catkowita energi¢ mechaniczng
uktadu, a wigc energie kinetyczna Ey oraz potencjalng U. W ogdlnym przypadku mozemy
napisac:

gdzie Ey — calkowita energia kinetyczna ukiadu:

L& p 1S rdgN
Ex=— Y =% m,.(dt> ) (6a)

Up — catkowita energia potencjalpa uktadu w obecnosci sit zewnetrznych (np. pola
grawitacyjnego, elektrycznego lub magnetyeznego),

Uy — calkowita energia potencjalna wzajemnego oddzialywania N mikroukladdw.

Znajac poczatkowy stan ukladu, a wiec zbiér wartosci g; oraz p; dla t=0, mozemy,
calkujac réwnanie Hamiltona (5), okreéli¢ stan uktadu w dowolnej chwili 7, to jest zbidr
wartosci g,(t) oraz p/r) (jest to wyraz klasycznej zasady przyczynowosci).

Przestrzen 2S-wymiarowa nazywamy przestrzeniq fazowq tub przestrzeniq I’ (przestrzen
fazowa jest przestrzenia pomyslana, urojona, a nie przestrzenia rzeczywista). Wspotrzed-
nymi tej przestrzeni sa wspotrzedne kanoniczne:

r,,r,, ... rIg,

przy czym q;=1; oraz p;=1I;.5, i=1,2,..., 5.

Punkt w przestrzeni fazowej reprezentuje stan calego ukladu w danej chwili. Z bie-
giem czasu punkt fazowy przemieszcza si¢ w przestrzeni fazowej, tworzac for Jazowy.
Tor ten przedstawia oczywiscie ruch wszystkich punktéw (mikrouktadéw). W mechanice
rozpatruje si¢ tylko takie hamiltoniany, dla ktérych rozwigzania réwnan Hamiltona sa
jednoznaczne, tj. kazdy poczatkowy punkt fazowy okre$la jedyny tor fazowy. Zatem
tory fazowe nie przecinaja sie.

Przestrzefi fazowa 2S-wymiarowa moze byé podzielona na komorki elementarne
o objetosci 5, gdzie y ma wymiar dziatania ([dziatanie]=[energia]- [czas]). W klasycznym
opisie ukladu objetoé¢ komorki elementarnej jest nieskoticzenie mata, w odréznieniu od
opisu kwantowego, w ktérym ma ona okreslona skornczong warto$é h° (h jest stalq Plancka).
Element objetosci przestrzeni fazowej mozna przedstawi¢ nastepujaco:

dr=dg,...dgsdp,...dps=dl(...dI'y.

Jesli przez I'y oznaczymy objetosé fazowa w chwili poczatkowej =0, za$ przez I
w chwili ¢, wtedy na mocy twierdzenia Liouville’a o zachowaniu objgtosci fazowej mamy
Lo=T,.

Zachowanie sie uktadow skladajacych sie z olbrzymiej liczby mikroukfadéw okreslaja
prawidlowosci statystyczne odmienne od praw, ktérym podlega kazdy z mikrouktadow
wehodzacych w sklad ukladu makroskopowego. Rézne stany ukladu moga si¢ utworzy¢
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z tym lub innym prawdopodobiefistwem. Jeéli stan uktadu zmienia sic w sposdb ciagly,
to elementarne prawdopodobienstwo znalezienia sie ukladu w przedziale od I do
I'+dI jest rowne:
dP(I",t)=f(T",t)ydr, (7
gdzie f(I, t) jest fazowq gestoSciq prawdopodobieristwa lub funkcia rozkladu statystycznego
{albo po prostu rozkladem statystycznym).
Znajac fazows gesto$¢ prawdopodobiehstwa, moZna obliczy¢ catkowite prawdopo-
dobienstwo P ujawnienia (znalezienia) uktadu w pewnym obszarze G przestrzeni fazowej:

P= éfdP(F,t): {f(r.vdr, (7a)
G

ktérego warto$¢ moze si¢ zawieraé w przedziale:
0<P<I. (7b)

Jesli obszar G zawiera calg przestrzen fazowa [ {zajmowana przez wszystkie mozliwe
punkty fazowe), to prawdopodobiefistwo P przemienia sie w pewnosé, tzn. jest réwne

jednodci. Stad otrzymujemy warunek normowarnia prawdopodobienistw dla cigglej zmiany

stanu:
[dP(I',ty= {f(I',t)dl'=1, (7¢)
r r

gdzie catkowanie rozcigga si¢ na caly obszar zmiennoéei wspétrzednych kanonicznych 1
Podobnie jak kazde prawdopodobiefistwo a priori, fazowa gesto§¢ prawdopodobien-
stwa dla ustalonej chwili wybiera si¢ tak, aby odpowiadata ona warunkom makrosko-
powym (np. zgodnym ze sposobem wydzielenia uktadu z otoczenia, pewnym warunkom
symetrii). Wybdr taki nie jest na ogdt jednoznaczny i dlatego wiasciwosé wyboru potwier-
dza sie ostalecznie przez porownanie wynikow teorii statystycznej z doswiadczeniem.
Dla uktadu znajdujacego sie w stanie rownowagi termodynamicznej (uktad izoter-
miczny) fazowa gesto§¢ prawdopodobiefistwa nie powinna zaleze¢ od czasu w sposéb
Jjawny, czyli mamy:
af(r, t)=0
ot
‘Wedhug Gibbsa w tym przypadku fazowa gestos¢ prawdopodobienstwa moze byC wyra-

(7d)

Zona nastepujgco:
fI)=Aexp {~H(Dl
kT |’
gdzie &k — stala Boltzmanna, oraz T — temperatura uktadu w skali bezwzglednej. Stala A4
mozemy okre§li¢ z warunku normowania prawdopodobienstwa (7c); mamy:

, H(I)
f(DH)dl'=A4 | expq—- dr=1,
_ kT
T T

1
zaten A= . {8a)

foo

r

(8
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Podstawiajac te stalg do (8), otrzymujemy funkcje rozkladu w postaci unormowanej;

ex j—@
, P | kT
fD)=-— ~

— (8b)
J exp 5 —g-(i)} dar

| kT

Funkcje rozkladu w postaci (8) nazywamy rozkiadem kanonicznym Gibbsa. Latwo
zauwazyé, ze w szczegblnych przypadkach rozklad kanoniczny Gibbsa (8) redukuje sie
do rozktadu Maxwella-Boltzmanna (1).

Wielkos¢ o
i H(I)
Z= [_HO p ;
for 22
r

nazywamy catkq statystyczng lub calkq stanu.

3. SREDNIOWANIE STATYSTYCZNE

Niech Q oznacza pewna wielkos¢ fizyczna, np. polaryzacje elektryczna, energie. Jezeli
Q(I') jest dowolna funkcja ciaglych zmiennych kanonicznych I, to Sredniq statystyczng
warto§é Q okre§lamy nastgpujaco:

Q>= ; Q(INdP(I)= rj o(D)f(rydr. (10)

Jesli funkcja rozkladu prawdopodobienstwa j‘est unormowana (8b), to mozemy
$redniowanie statystyczne (10) napisa¢ w postaci wyraznej:

H(I
o osy (DL ar
@== : : (113

j exp {_@} ar

kT

Jest to podstawowy wzdr (lub przepis) pozwalajacy obliczac $rednig statystyczng
warto$¢ wielkosci O, je$li znamy catkowita energi¢ badanego ukladu, czyli hamiltonian.
H(D). 4

W wielu konkretnych przypadkach wielko§¢ QO nie zalezy explicite od pedéw uogdl-
nionych, a tylko od wspdtrzednych uogdlnionych. Wtedy wygodnie jest poshugiwaé sig
tzw. przestrzeniq konfiguracyjng K (rzeczywista), w ktorej kazdemu punktowi tej przestrze~
ni odpowiada zbiér zmiennych konfiguracyjnych z=(r, £2), przy czym r okreslaja poto-
senie, za§ @ orientacje mikroukladu. W tym przypadku zamiast elementu dI” mamy ele-
ment przestrzeni konfiguracyjnej

dr=dV dQ. (12)

Na przyklad we wspétrzednych sferycznych: r, 3, ¢: '

wo>rz0, 0<I<n, O0<p<2n,
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mamy:
dv=r*drdQ, (12a;
gdzie
dQ=sin§dSdp (12b)
jest elementarnym katem brytowym. '
Jesli stosujemy katy Eulera: 9, ¢, v
0<9<rm, O<p<2r, O0<w<2n,
to
dQ=sindd3dpdy. (12¢)
A wige w przestrzeni konfiguracyjnej mamy Q=0(z) oraz H=E, +U (7). zatem de-
finicje (11) mozZzemy uproéci¢ do postaci

f 06 exp{ k(;)}g*

{0>= — . (13)

J‘exp{—(%;)}dr

gdzie U(r) oznacza catkowita energi¢ potencjalng ukladu:
CU@=Up+ U,y
Bardzo czgsto trzeba rozwazal sytuacje, kiedy ukliad nie jest poddany dziataniu pola
zewngtrznego (Up=0) oraz nie wystepuja w nim wzajemne oddzialywania mikroukladdw
(Uy=0). W tym przypadku ruch mikroukladéw jest zupelnie chaotyczny i wszelkie orien-
tacje mikrouktadéw sa jednakowo prawdopodobne. a $rednia statystyczna (13) redukuje

,_

si¢ do postaci:

JO(n)de
{Q>.=0== [ar

Jesli w szczegolnosct wietko$e @ zalezy tylko od orientacji mikrouktadow Q, to $rednio-
wanie statystyczne sprowadza sie do catkowania po wszystkich mozliwych orientacjach
mikroukladow:

(13a)

~

1
(Qa= J 0(2)dQ. (13b)

gdzie Q= [ dQ (calka ta rozcigga si¢ na wszystkic katy). Na przykiad w przypadku wspét-

rzednych biegunowych, kiedy mamy (12b),
2w

Q= [sin8d3 | dp=4r,
) 5

za$§ w przypadku katéw Eulera
2n 2n

Q= jsde&jﬂg&j'dl// 8’
Definicje (13a) lub (13b) okre$laja Sredniowanie = jednakowym prawdopodobieristwem,
Zwane nieraz Sredniowaniem izotropowym (orientacje sg jednakowo prawdopodobne we

wszystkich kierunkach przestrzeni).
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4. STATYSTYCZNY RACHUNEK ZABURZEN

Wré¢my do definicji (13) $redniowania statystycznego w przestrzeni konfiguracyjnej
K. Otéz w wigkszosdel przypadkéw energia potencjalna ukladu, wywolana sitami zew-
netrznymi, jest mniejsza od energii potencjalnej wzajemnego oddzia}ywania mikroukta-
déw w uktadzie, czyli mamy Up< Uy. Oznacza to, ze energia U, jest matym zaburzeniem
calkowitej energii potencjalnej ukladu. Réwnoczesnie mamy Up<k7, zatem mozemy
w czynniku statystycznym:

exp ——U—(T—) =exX —Eﬂlex ——ﬁ 14

kT OPU kT P kT (14)

pierwszy czynnik z energia U, rozwing¢ na szereg potggowy wedlug Up/kT<1, czyli
- Ug < ] Ur\' U 1 U: 1 U3

exp{ ——— p= — el - )

p{ kT} ,,Zon!( kT) KT 2T 6 KT (14)

Wobec tege mozemy wyrazenie (13) napisa¢ w postaci:

© 1/ 1V

z_\: —(_ﬁ> QU%>

Q>=— T\ 5 (13c)
n;o ;l_!_(——k)j:> <UF>O

J‘Q(f)exp{—y"v} dr
kT
S
J\exp{—kT} dt

oznacza S$rednig statystyczng warto$¢ obliczona w nieobecnodci zewnetrznych sil, kiedy
Up=0. Innymi stowy jest to $rednia statystyczna warto§¢ ukfadu niezaburzonego czynni-
kami zewnetrznymi i charakteryzuje naturalne wilasnosci ukladu oraz jego stukture.

Pamietajac, ze z zatozenia Ug/kT<1, moZzemy wyraZenie (13c) przepisa¢ z wystarcza-
jaca dokladnosdcia w postaci:

edzie teraz

<Q>o=

(15

1 1 1
<Q>O—E<QUF>0+2—I<§'T—Z<QU12v>o“6kTT3‘<QU13v>o+--- ‘
@=— 1 1 S
1'"—ka<UF>o+2—kz—7T2<Uzzv>o—ngYT3<U2>o+-~

Mamy tutaj problem dzielenia dwoch szeregdéw, ktéry na podstawie znanego rozwi-
‘piecia odwrotnoéci dwumianu Newtona:

1
=1 X4+ XXX,
1F¥FX

X|<1,
mozemy zamieni¢ na latwiejszy problem mnoZenia dwéch szeregdw. W ten sposéb mo-
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zemy (13d) przedstawi¢ w postaci szeregu:
(@ =DV +LDHPV+(QP+QYP+ ..., (16)

w ktérym pierwszy wyraz <Q>(°) (Q)O zgodnie z definicja (15) okresla zerowe przybh»
Zenie w nieobecnosci zaburzenia, za$§ nastgpne wyrazy okre$laja zaburzenia kolejnych
rzedéw, a wiec pierwszego przybliZenia:

i ‘
<Q>(1): “k—T(<QUF>0—<Q>o<UF>o), (162}
drugiego przyblizenia: |

(YD = (QUB G~ (@D o(UBo = 2(CQUR0—(Q0o(Urdo) (Urdo},  (16b)

2k‘°‘ T

irzeciego przybliZenia:

(DF=~ {{QU0 =< Qo< Upo=3(KQUoCUrdo+<QUpoCUsde) +

6k3T3
+6(QUp» o Up>o+{Q00kUs»o—< QDo Uppe) KUpdo}.  (16¢)

A wiec, jak widzimy, rozwiniecie (16) jest wyrazem statystycznego rachunku za-

burzen.
Niekiedy postepujemy nieco inaczej, co zreszta w koncu prowadzi do tego samego

rezultatu. Mianowicie piszemy definicje (13) w nastepujacej postaci:

@=[omf@dr, an
gdzie

(18}

jest funkcjg rozkladu statystycznego w przestrzeni konfiguracyjnej K.
Przy takim sformulowaniu problemu statystycznego rozwijamy najpierw na szereg
funkcje rozktadu (18), otrzymujac w rezultacie:

f@=fo+fi+f2 5+, (19}

Uy
exp|{ ——
P\7kr o
—_— (19a}
Uy i
expl —— |dt
PATkT
okresla funkcje rozkladu statystycznego zerowego przyblizenia, to znaczy dla ukiadu
niezaburzonego. Nastepne wyrazy okreslaja zaburzone funkcje rozkladu kolejnych rze-

gdzie

fo =f(T)UF=o =
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déw: pierwszego, drugiego, trzeciego etc.:

f1=—£°~(UF CUp>o)s (19b}
fr= J: s {UF=Ui»o=2(Ur—<Ur>o) U)o}, (19¢)
2k=T
fi=- 6kJ; —(Up>o=3(Ui{Uppo+U(Up>o) +
+6(UpCUp)o+ U o=<Ur0) Upo} - (19d)

Oczywiscie definicja (17) wraz z rozwinigciem (19) daje poprzedni rezultat (16), przy
czym teraz mamy w zerowym przybliZzeniu:
Q> =(0>= [O(Df(D)dr, (20)

co wobec (19a) jest identyczne z (15).

5. SREDNIOWANIE IZOTROPOWE
5.1 Sredni_owanie funkcji trygonometrycznych

Wréémy znowu do definicji (13b) $redniowania izotropowego po wszystkich mozli-
wych orientacjach. Niekiedy wielkoéci Q(£2) sa funkecjami trygonometrycznymi. Na przy-
klad, jesli Q(H=cos" I3, to

2n ®

_ 1 1
{cos" 9>Q:cos"8:4— f do f cos"Ssin9d9=? [cos"&sinSdS. @2n
T
4] 0

Podstawmy ¢=cos 4, wtedy dr= —sin 3 49 oraz

J‘ 1+( 1)"
cos" §= —
2(n-1—1)

A wiec mamy stad

1
i [2—1;—“ dla n=2k (parzyste potegi),
cos" §= @0
l 0 dla n=2k-+1 (nieparzyste potegi),
gdzie k=0, 1,2, 3, ...
Podobnie w przypadku, gdy Q(g)=cos” ¢, otrzymujemy:
2n .1 2n
1 " . 1 A '
cos’p= — | cos’pdp | sin3dd=— | cos" pdgp. (23
4in 2n
0 0 0
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Catkujac przez czesci znajdujemy:

- {(21; 1)*' dla n=2k,
1
l

cos"g=sin"gp= (24)

0 dla n=2k+1,

przy czym (Qk—1!=1-3-5-...-(2k—1). _
Wzory (22) 1 (24) s3 bardzo uzyteczne przy obliczeniach stosowanych w molekularnej
optyce. Na podstawie tych wzoréw otrzymujemy:

i |

! k l‘ 2k % cos* 9 ,‘ sin®* 9 L cosTp=sinFp
| 1 { 2 J 13 L ap 112

| 2 ‘ 4 | 1/5 ! 8/15 ‘ 3/8

] 3 | 6 | 177 1635 R 5/16

| 4 ‘ 8 ’ 1/9 L 128/315 R 35/128
| 5 10 | i1 ‘ 256/693 | 63/256

Niektdre zlozone zagadnienia wymagaja $redniowania iloczynéw cosinusow kierun-
kowych, np.

Cialip > Ciacjﬁcky ’ ciacjﬁckyclé .

Sredniowanie tych iloczyno’w dla poszezegdlnych sktadowych wzdtuz osi ukladu wspot-

rzgdnych jest bardzo ucigzliwe. Na przyklad, przy catkowaniu iloczynu ¢, ¢ ¢ nalezaloby
zasadniczo catkowaC poszczegdlne skladowe dla i, j=x, y, z, oraz o, =1, 2, 3, kté-
rych w ogolnodci jest 81, przy czym w wyniku u$redniania tylko 9 skltadnikéw jest réz-
nych od zera, a mianowicie:

2 _ 2 _ 2 _ 22 3 a3
21 = Cx2 =03 =0y =C=C3=C1 =C;p=C3

Mozina to sprawdzi¢, catkujac bezposrednio cosinusy kierunkowe wyrazone przez katy

Eulera. Mamy:
cy=singsind, c¢,,=cosgsind, cz=cosd.
Zatem

2, =sin g/)slnzd—sm @sin sin?g = 1-2=1 etc.

=

5.2. Sredniowanie wektoréw jednostkowych

Przejdzmy najpierw do sredniowania izotropowego wektoréw jednostkowyeh, ktd-
rych rzuty na osie uktadu wspétrzednych sa, jak wiemy, cosinusami katéw zawartych
miedzy wektorami a poszczegdlnymi osiami uktadu wspéirzednych.

Niech wigc dany bedzie dowolny wektor jednostkowy a, ktérego sktadowe na osie
uktadu oxyz s a;. Chcemy usdredni¢ iloczyn diadyczny dwu wektoréw jednostkowych,
czyli a; a;. Formalnie iloczyn ¢; a; nalezy traktowaé jak pewien symetryczny tensor dru-
giej rangi, ktéry w wyniku usrednienia z jednakowym prawdopodobienstwem musi byé
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tensorem izotropowym drugiej rangi. Z poprzednich wykladéw rachunku tensorowego:
wiemy, Ze tensorem izotropowym drugiej rangi jest tensor jednostkowy Kroneckera 0.
A zatem operacja s’rpdniowania izotropowego iloczynu a; a; musi daé wynik proporcjo-
nalny do tensora jednostkowego J,;. Piszemy wigc

<aiaj>!2:a;;':p5ija (25)

gdzie p jest pewnym wspdiczynnikiem proporcjonalnosei, ktérego wartosé nalezy wyzna-
czy¢. Jego warto$¢ znajdujemy bardzo prosto w sposob nastgpujacy. Dzialamy po obu.
stronach (25) tensorem jednostkowym dJ;; (czyli dokonujemy kontrakcji wzgledem
wskaznikéw i oraz j), wtedy po lewej stronie otrzymamy:

aiajéij =qa;=a-a= 1, (253)
za$ po prawej stronie:
p0;;0;;=pd;=3p. : (25b)
Po przyréwnaniu obu stron znajdujemy:
1=3p, czyli p=1%. (25¢)

Podstawiajac ten wynik do (25) otrzymujemy:

{a;a;yo=a;a,;=%6;;, 26y
czyli

=%, za$ vaxay:...zazaxzo, (26a)

W przypadku iloczynu sktadowych dwdch rdznych wektordw jednostkowych a i b

otrzymujemy w analogiczny sposdb:

a‘b':biajzg(a.b)éij' (27)

g

Przejdzmy teraz do nieco trudnicjszego (ale czgsto spotykanego) zadania usrédnie-
nia izotropowego iloczynu a; a; a, a;, ktéry formalnie jest pewnym tensorem czwartej
rangi. W wyniku usrednienia tensor ten musi mie¢ charakter tensora izotropowego czwartej
rangi, a zatem rezultat powinien by¢ liniowa kombinacja iloczynéw tensordw jednostko-
wych Kroneckera d;; 1 9,;. W ogdlnym przypadku mozemy mie¢ trzy mozliwe kombinacje:
zwiazane z permutacjg wskaznikéw i, j, k, [, a mianowicie mozemy napisac:

@,0,;0,0,= X80+ Y8481+ L - (28)

Dokonujgc teraz, tak jak poprzednio, po obu stronach kontrakeji wzgledem par posz-
czegdlnych wskaznikéw, otrzymamy 3 réwnania, z ktdrych moZemy wyznaczy¢ wartosci
wspolczynnikow X, Y, Z. A zatem, dziatajac po lewej stronie (28) tensorem J;; J;;, otrzy-
mujemy:

N T 2
4;0;04,0, 0,0, = ;00,0 =(a" @) =1,

natomiast prawa strona daje:

(Xéijékl+ Yéik(jjl+Z(5i15kj) 5ij6kl=X6ii5kk+ Y(511+Z5”=9X +3Y+3Z .
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Dzialajac podobnie po obu stronach (28) kolejno przez 6,0, oraz 9,0,;, otrzymujemy
«dwa dalsze rownania liniowe o trzech niewiadomych. W ten sposéb problem usrednienia
-sprowadziliémy do zagadnienia algebraicznego rozwigzania uktadu trzech réwnad linio-
wych o trzech niewiadomych:

1=9X+3Y +3Z|
1=3X4+9Y+ 32'}
1=3X+3Y+ 9ZJ
Rozwiazanie daje X=Y=2Z=.., wobec czego mozemy (28) zapisaé w postact:
‘Taj;k;l = Tls (63501 + 018 1+ 0:01;) - 29

Stad otrzymujemy w szczegoélnosci:

4 4_ 4 4 -1
ai:axzay:a::;;]i

222 2 2 3 1 I

G dy=0;0;=0y ;=15 (29a)
3_ T _nl

aay=a.a,a.=...=0.4

W podobny sposéb mozemy usrednié iloczyn czterech réznych wektordéw jednostko-
wych a;b;c.d;, to znaczy napisa¢ analogicznie do wyrazenia (28):

aibced, =X 6,80+ Y 6,8 1+ Z 54y, - (30)

Przeprowadzajac po obu stronach tego rownania kontrakcje wzgledem odpowiednich
par wskaznikdw, otrzymujemy 3 rdéwnania liniowe z 3 niewiadomymi:

(@ b)(c-d)y=9X+3Y+3Z,

(a-c)(b-d)=3X+9Y+3Z,

(a-d)(b-c)=3X+3Y+9Z.
Teraz rozwiazanie daje 3 réZne wspolczynniki:

310 {4(@-b)(c-d)—(@a-c)(b-d)—(a-d)(b-c)}, ]]

=5 {4(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c)—(a*b)(c-d)}, i (30a)

= 4 (@ d)(5-0)~(a-B)(e- d)—(a-c) (b )}

Podstawiajac te wartoéci do (30), otrzymamy ogdlny wzdér na Srednia izotropowa
“warto$é iloczynu czterech réznych wektoréw jednostkowych. Jesli w szczegolnosci bedziemy
mieli a#b=c=d, to b-c=b-d=c-d=1, a zatem wobec (30a):
X=Y=Z="(a"b).

-czyli

a;bbyby= - (a B) (8,0, +0:6,+8:0.,) - (30b)
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Jesli natomiast bedziemy mieli a=4 oraz c¢=d, to stale (30a) redukuja sie do postaci:.
X=fs2-(@ 0},
Y=Z={3(a-c)" -1},
zatem mozemy wyrazenie (30) zapisaé w postaci:
a;a;6,6; =§'15 2[2—(a -¢)’] S;;6u+[3(a ey’ —1] (00 1+ 6uuis)} - (30c)-

W szczegdlnosci wyrazenie to daje nastepujace Srednie iloczyny rézne od zera:

alel=alc)=alci={5{2(a )’ +1},
aiey=ayc=alc=aid=ag=aji=1s[2=(a-e]], (30d)
A, 0,C.C,=AyA,C,C.= ... :%[3 (a-c)z——lj.

5.3. Sredniowanie cosinuséw kierunkowych

Teraz mozemy przystapi¢ do $redniowania cosinusow kierunkowych w ogodlnej postaci.
Wezmy najpierw pod uwage iloezyn ¢;,¢;;z, ktory formalnie jest tensorem czwartej rangi
(drugiej rangi wzgledem wskaznikéw 7, j ukladu laboratoryjnego i drugiej rangi wzglgdem
wskaznikéw «, f ukladu molekularnego). Podobnie jak poprzednio postulujemy, Ze
w wyniku uérednienia izotropowego otrzymamy:

ciach:paﬂéij‘ 31y

Dokonujac kontrakcji wzgledem pary wskaznikéw i oraz j otrzymujemy po lewej stronie::

CiaCjp 017 =CinCip= (Saﬂ s
natomiast po prawej stronie otrzymujemy:
(przﬂéij) 0= Puﬂ5u =3D.p-

Z poréwnania obu stron, J,;=13p,s, znajdujemy p,;=1%0,5, O po podstawieniu do:
(31) daje ostatecznie ogdlny wynik:

Ciacjﬁ:%éaﬂéij- (32)'

~ Wezmy teraz pod uwage potréjny iloczyn cosinuséw kierunkowych c;,c;5¢;,, ktory
jest pewnym tensorem trzeciej rangi wzgledem wskazZnikéw i, j, k oraz trzeciej rangi
wzgledem wskaznikéw a, f, y. W istocie rzeczy jest on pewnym pseudotensorem, ktory
w wyniku u$rednienia izotropowego musi by¢ proporcjonainy do pseudotensora jednostko--
wego trzeciej rangi ¢, zwanego tensorem Levi-Civity. A wigc mozemy napisa¢:

CiaCipChy = Qupy®ijr - (33)

Dokonujac kontrakcji po prawej stronie (tzn. dzialajac tensorem g;;), mamy:
QapyEijnbijn = 0upy - (33ay
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Postepujac analogicznie po lewej stronie, otrzymujemy:

CiaCjpChy Bijk = Eapy « (33b)
.Z poréwnania obu stron mamy:
1
Qaﬂyzf,gaﬁyy

.zatem mozemy (33) przepisaé w ostatecznej formie:

1
CiaCigChy = gEapyEiji - (34)

Z tego ogdlnego wyraZenia wynika (przy uwzglednieniu podanych poprzednic w roz-
-dziale I wlasnosci tensorow antysymetrycznych e, i &), Ze rézne od zera (réwnoczednie
-musi by¢ i#j#£k oraz a#f#7y) sa tylko skladowe typu:

_ . — , _ - 1
Cx1€y2Cr3 = Cx2Cy3€,1 = Cx3Cy1C72 ™ —Cx1Cy3C = —C0Cy1Co3= —Cy3Cy0C;1 = ¢ (34a)

Wreszeie ta sama metodg otrzymujemy nastgpujace ogblne wyrazenie uSrednione
izotropowo (Kielich 1961):

CiaCipCryCis = Xaﬁyééijékl + Ya[]yééikéjl + Zacﬁyéailéjk » (35

~gdzie oznaczyliémy
0‘1975 - % {4501[1’ 5)'(5 - 5&]{ 5ﬁ5 - 516 5/3)1} »
Yaﬁvé“’" { 5zxﬂ 5«;5"'4517 5;75_(3&5 5ﬁy} .
Zaprs =361 0up 9,5~ Oy Ops+48,505,} .

W zapisie macierzowym wyraZenie (35) przyjmuje postac:

' T s I W Y e
CiaCjﬁckycl‘;:S% 61k6jl —~1 4 _]. 59“/555 . (35&)
Oubp | [L—=1 =1 4| 0,50,

Wyprowadzone wyrazenia (32), (34) 1 (35) sg zupelnie ogdlne i pozwalaja na doko-
-nanie izotropowego usrednienia dowolnych tensoréw 2, 3 1 4 rangi. W analogiczny sposdb
mozemy rozwiazaé problem uérednienia tensordw 5 i 6 rangi. I tak mamy ogdlne wyrazenie
pozwalajace usredni¢ tensory piatej rangi (Kielich 1968, Boyle 1971):

—T—

54} xim 3 1 =11 —1 07 Subm
St o 13 11 0 —1flé, 8
S —— 0i18m; -1 1 30 1 -1 O,5E
. C 1 il “mjk ad Cefly . . 36
€in Cib Gy 0 Ome =30 | 5. 6, 11 03 1 1|66 ©6)
(Sjlﬁmik : '_1 O l ]. 3 1 6B58£“7’
_5lk8mij_ . O _1 —‘1 1 1 3_ _57585113_

Tensory széstej rangi mozemy usredni¢ izotropowo za pomocg nastepujacegé wyra-
zenia (Kielich 1961, Healy 1974):
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Z postaci wyrazenia (36) widoczne jest, ze problem izotropowego usrednienia 5-krot-
nego iloczynu cosinuséw kierunkowych sprowadza sie do znalezienia Jednoznacznego
rozwigzania ukfadu 10 réwnan liniowych. Podobnie widzimy, ze uérednienie (37) wymaga,
rozwigzania ukladu 15 réwnan liniowych o 15 niewiadomych. Jest to pracochtonny pro-
blem, ale zostal rozwiazany ogéinie réwniez dla iloczynédw wyzszych rzedéw (Kielich
1961, 1970, Kozierowski 1970).

6. FUNKCJE KORELACJI MOLEKULARNYCH

Wréémy jeszcze raz do definicji $redniowania statystycznego (15) w nieobecnosci
zaburzenia i wprowadzmy zamiast 7 oznaczenie Ty, przez co bedziemy rozumieli zespéi
zmiennych konfiguracyjnych wszystkich N mikroukladéw. A wiec mamy:

j J~ 0 (ty)exp { k(;N)} dry
Q= =2 : (38)

()
f (N) J‘ exp {——kT } dty

gdzie catkowanie rozciaga si¢ na wszystkie konfiguracje N mikroukladéw.
Wybierzmy teraz spos$réd wszystkich N molekut ukiadu pewna grupé n<N molekut,
wtedy mozemy definicje (38) przepisa¢ w postaci:

Qo= o § Q(xy) P™(z,) dx,, (38a)

gdzie catkowanie obejmuje konfiguracje n molekut, za$

[ o )
v-n 39
(TN)} dt (39

(N) exp kT N

oznacza prawdopodobienstwo znalezienia sie wybranej grupy # molekut w konfiguraciji
7, bez wzgledu na konfiguracje pozostaltych N—»n molekul.
Oczywiscie prawdopodobienstwo (39) spelnia warunek normalizacyjny:

{ ... [ P(z)dr,=1. (39a)
(n)

P(n)(’[n) -

W przypadku chaotycznego rozkladu molekul (co zachodzi, gdy wzajemne odleglodci
migdzy molekulami r— oo lub temperatura 7— o0, gaz doskonaty) prawdopodobienstwo
(39) redukuje si¢ w granicy do wartosci

1
= lim P"(z,) = lim P"(z, )— — (39b)

ro o0 T

P(")

chaot ™
gdzie V= dr okresla objetosé przestrzeni konfiguracyjnej.
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W wielu problemach fizyki statystyczno-molekularnej wygodnie jest postugiwaé sig
konfiguracyjnymi funkcjami korelacyjnymi, ktére dla grupy » molekut definiujemy naste-
PUJACO:

) Nt ()
M(g)= - PW(T,) 40}
9= ey P (40)
Warto tuta] podkresli¢, ze wielko$é

g (1, Tas on, 1y dTydT,. . dT,

jest prawdopodobienstwem znalezienia si¢ molekuly pierwszej w elemencie objgtosci dry
w konfiguracji t,, molekuly drugiej w elemencie dr, w konfiguracji 7, ..., dowolnej
n-tej molekuty w elemencie dr, w konfiguracji 7,. Mamy wigc N mozliwosci znalezienia
sig jednej molekuly w elemencie objetoéci dr,. N—1 mozliwosci znalezienia si¢ drugiej
molekuly w dr,, ... 1 N—n+1 mozliwosci znalezienia si¢ ostatniej molekuly w elemencie

dr,. Calkowita liczba mozliwych rozkladéw molekut jest:
N1

NN-D.(N—-n+1)="—".
(N=1)..( =N

_ Jesli rozkiad molekut jest zupelnie chaotyczny z prawdopodobiedstwem (39b). to
funkcje korelacyjne (40) redukuja si¢ do postaci:

(ﬂ)( ) Nt 140 1 (40)
T, )= = — 1. a
G W= Ny AN ;
czyli
( 1
gz =1, g'¥(, . Tz)zl—ﬁ s
. (40b)
9(3)(T1 ,Ta, T3)=1— ﬁ—kﬁg , etc.

Z ogdlnej definicji (40) otrzymujemy kolejno dla n=1,2.3, ... wyrazenia na ordinarna,
binarna, trinarna etc. konfiguracyjna funkcje korelacji:

pg'V()=NP(1y),
pgP(r,, 1) =N(N-1D)PP(1,, 75), (4D
p’g Py, 15, t)=N(N—1)(N-2) Pty 75, 13), o J

Spoéréd tych funkeji najwigksze znaczenie w wielu zagadnieniach przedstawia funkcja
binarnego rozkladu g‘*z,, 1,), ktéra w przypadku gazéw rzeczywistych lub cieczy zalezy
tylko od wzajemnej konfiguracji 7, dwdéch molekut, czyli 9Py, 1) = g P(x12). W kry-
sztatach g zalezy ogélnie zaréwno od r,, jak i r, nawet wtedy, ody r12=]r1—r2 Jjest
duze.

Jak méwili§my poprzednio, zmienne konfiguracyjne 7, tworza w ogdlnosci zbior
zmiennych polozenia molekuly r, oraz jej orientacji Q,. Je$li w danym ukladzie (o$rodku)
rozklad molekut nie zalezy od ich wzajemnej konfiguracji (co ma wlaéciwie miejsce tylko
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w przypadku atoméw i prawie kulistych molekud), to, catkujac obustronnie wyrazenie
(40) po wszystkich mozliwych orientacjach molekut, otrzymujemy znane funkcje korelacji
radialnych (Kirkwood 1935, De Boer 1949):

g"r,)= P™(r,), (42)

H(N 7)‘
gdzie
y(">(rn)= fo g™, Q)da,. (422)

(n)
W szczeg6lnosci w przypadku plynéw binarna funkcja radialnych korelacji, wobec
(42a), ma postac:
g(ri)={ JQ(Z)(rl » Q15 0,,2,)d0,dQ,, (42b)
ktora w przypadku matych gestosci mozna rozlozyé na szereg wedhug poteg p, a miano-
wicie

9(7'12)=9XP{ ver 12)} {L+p jf13fz3d"3'l‘0(ﬂ)} . (43)

Tutaj U(ry,) jest energia potencjalna wzajemnego oddzialywania molekuly 1 z molekula 2,

zas funkcgje
f13—€XPf (;13)} 1, fzszexp{ (7'23)1 1

l

zawieraja energie potencjalne U(r;3) 1 U(r,s) wzajemnego oddziatywania molekuly 3
z molekutami 1 oraz 2 odpowiednio.
Dla bardzo matych gesto$ci mozemy na podstawie (43) napisaé w wystarczajacym
przyblizeniu
UG

kT |

(43a)

s |-

W stalej temperaturze uktadu, gdy ri,—0 (gdy odleglos¢ miedzy molekutami maleje,
sity odpychania van der Waalsa rosna: U(ry,)—> o), funkcja radialnego rozkiadu ¢ (r,,)
zmierza do zera dla nieprzenikliwych atoméw lub prostych molekul., W przypadkach,
gdy r,— o0, przy T=constans, lub gdy 7—co, molekuly ukladu sa zupehie niezalezne
(gazy 1 pary bardzo rozrzedzone, U;,—0), funkcja g(r;,)—1. Wymienione graniczne
wlasnosci funkcji radialnego rozkladu zapisujemy nastepujaco:

0 dla ry, — 0, T=constans,
g(ri2)=+1 dla ry, >0, T=constans, (43b)
1 dla T— .

Zernike 1 Prins (1927) oraz Debye i Menke (1930) pokazali, ze funkcje radialnego
rozktadu g mozna okresli¢ eksperymentalnie za pomoca badan rozproszenia promieni X
w cieczach lub gazach rzeczywistych. W dalszych wykladach pokazemy, ze informacje
o funkgji korelacji g‘®(r,,) mozna otrzyma¢ réwniez z badan eksperymentalnych innych
zjawisk, a szczegdlnie nieliniowych zjawisk optyczaych.
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Zjawiska nieliniowe daja nam ponadto cenne informacje o funkcjach korelacji wyz-
szych rzedow, g, g™ etc. W mechanice statystycznej do trinarnej funkcji ¢© stosuje sie
zasada superpozycji Kirkwooda (1935, 1939):

A (I "3):9(2)(”1 ’ "2)9(2)("2 Y A GO ‘(430)

7. FLUKTUACJE STATYSTYCZNE

Dotychczasowe nasze rozwazania dotyczyly ukladdéw znajdujacych sie w stanach
rownowagi termodynamicznej. Na ogdét w kazdym ukladzie V" maja miejsce nieuporzadko-
wane, przypadkowe odchylenia od stanu réwnowagi, ktére nazywamy fluktuacjami
termodynamicznymi. Nawet wtedy, kiedy fluktuacje sg nieznaczne, moga wywolywad
szereg zjawisk badanych dos$wiadczalnie. Na przykiad, jak pokazal Smoluchowski (1908),
lokalne wahania ggstosci gazdéw lub cieczy wywoluja rozproszenie $wiatta w cialach
optycznie przezroczystych. Zwigkszenie czuloéci przyrzadéw pomiarowych jest réwniez
ograniczone wystepowaniem rozmaitych fluktuacji. Wszelkie zjawiska fluktuacyjne (spo-
wodowane ruchami cieplnymi lub innymi przyczynami) moga by¢ objasnione w ramach
statystycznej teorii klasycznej badz kwantowe;j.

Niech @ bedzie pewna wielkodcig fizyczna charakteryzujaca caly uktad termodyna-
miczny lub jaka$ jego cze$¢. Fluktuacjq wielkosci Q nazywa sie odchylenie jej chwilowej
wartosei od wartodei $redniej {Q):

40=0—-<0>. (44)

Kazda wielko$¢ fizyczna, bedaca $rednia dzialania niewielkiej liczby mikroukiaddéw, pod-
lega fluktuacjom termodynamicznym.

Poniewaz $rednia warto$¢ fluktuacji znika, {4Q0>={0>—<{Q>=0, przeto miarg
fluktuacji jest warto$¢ $rednia kwadratu fluktuacyi:

(40> =@ -0, (45)
ktdra jest na og6t rézna od zera. Mamy bowiem z definicji:
((40)*y={0* 200> +{0>*»=<0*>~{0>*>0. (45a)

Nalezy tutaj pamietaé, ze zgodnie z definicja $redniowania statystycznego {Q?)#<{Q>?,
czyli $rednia z kwadratu rézni si¢ od kwadratu $redniej wielkosci.

Jesli do rozwiniccia $redniej statystycznej zaburzonej (16) wprowadzimy definicje
fluktuacji (44) i (45), otrzymamy z dokladnoscia do trzeciego przyblizenia:

1
Q) =QDo= 7 X4Q4Upo+5 5 {4Q(4UR* o~

2k2

1 ,
TERTS (CA0(AUR)*>0—3<A0AU (AU Do) ... (46)

A wiec widzimy, ze kolejne przyblizenia do $redniej statystycznej zaburzonej wyrazaja
si¢ przez kolejne potegi fluktuacji energii potencjalnej zaburzenia (4Up)".



LITERATURA DO ROZDZIALU 11

Boyle, L. L., Int. J. Quantum Chem., 1970, 4, 413.

Boyle, L. L., Mathews, P. S. C., Int. J, Quantum Chem., 1971, 5, 381.

Cole, G. H. A The Statistical Theory of Classical Simple Dense Fluids, Pergamon Press, Oxford 1967,

Debye, P., Menke, M., Phys. Z., 1930, 31, 797.

De Boer, J., Rep. Progr. Phys., 1949, 12, 305.

Frenkel, J. Kinetic Theory of Liquids, Univ. Press, Oxford 1946.

Healy, W. P., J. Phys., B, 1974, 7B, 1633; 1975, 8A, L87.

Hill, T. L., Statistical Mechanics, Mc Graw-Hiil Book Comp. Inc., New York 1956.

Hirschfelder, J. O., Curtis, Ch. F., Bird, R. B. Molecular Theory of Gases and Liquids, J. Willey and

Sons, Inc., New York 1954. .

Kielich, S., Acta Phys. Polon., 1961, 20, 433; 1967, 31, 929; Prace Komisji Mat. Przyr. PTPN, 1962,
11, 65; 1964, 11, 51; Bull. Soc. Amis. Sci. Lett., Poznan, 1968/69, B21, 35, 47.

Kielich, S., Kozierowski, M., Optics Comm., 1972, 4, 395.

Kozierowski, M., Bull. Soc. Amis. Sci. Lett., Poznan, 1970/71, B22, 5.

Kirkwood, J. G., J. Chem. Phys., 1935, 3, 300; 1939, 7, 919,

Yandau, L., Lifszic, E. Fizyka statystyczna, PWN, Warszawa 1959,

Leontowicz, M. A. Fizyka statystyczna, PWN, Warszawa 1957.

Fopuszanski, J., Pawlikowski, A. Fizyka statystyczna, PWN, Warszawa 1969.

Reif, F. Fizyka statystyczna, PWN, Warszawa 1971.

Smoluchowski, M., Ann. Phys., 1908, 25, 205; Rozpr. Akad. Krak., 1508, 47, 179; Prace Matematyczno-
-Fizyczne, 1914, 25, 187.

Stecki, J. Termodynamika statystyczna, PWN, Warszawa 1971.

Terlecki, J. P. Fizyka statystyczna, PWN, Warszawa 1968.

Zernike, F., Prins, J. A., Z. Phys., 1927, 41, 184.

Zubariew, D. N. Termodynamika statystyczna, PWN, Warszawa 1974,



