ROZDZIAL 1

ELEMENTY RACHUNKU WEKTOROWEGO
I TENSOROWEGO

1. UKELADY ODNIESIENIA

Wiasnos$ci przestrzenne cial materialnych opisujemy zwykle w tréjwymiarowej prze-
strzeni cuklidesowej. Aby opisaé procesy flizykalne zachodzace w przestrzeni, nalezy
ustali¢ uktady odniesienia. Wybor ukladu wspdtrzednych jest w zasadzie dowolny i doko-
nujemy go na ogdl tak, aby najwygodniej i jednoznacznie opisa¢ stan ukladu fizycznego
lub zachodzacego w nim procesu. Najczesciej wygodnie jest postugiwaé si¢ w tréjwymiaro-
wej przestrzeni euklidesowej ukladami wspdtrzednych prostokatnych kartezjariskich. Uklad
wspolrzednych kartezjanskich Oxyz zwiazany z cialem materialnym znajdujacym sig

Rys. 1.1, Nieruchomy kartezjaniski uklad wspélrzednych Oxyr i przesuniety o odleglo$é OM ruchomy uklad wspdlrzednych M123
o tej samej orientacji przestrzennej (prawoskretnei)

w spoczynku nazywamy ukladem nieruchomym (stalym) lub laboratoryjnym, a uklad
MI123 zwigzany z mikrouktadem (atomem Iub molekula) danego ciata — wkladem
ruchomym b  molekularnym. Stosowaé bedziemy jedynie prawoskretne uklady
wspotrzednych, tj. kierunek osi Oz wzgledem osi Ox i Oy okreSla reguta $ruby prawo-
skretnej. O dwoch ukfadach wspdirzednych tego samego rodzaju, np. prawoskretnych
lub lewoskretnych, méwimy, Ze zgodnie orientuja przestrzen (rys. I.1). Wspolrzedne
punktu w ukladzie nieruchomym Oxyz oznacza¢ bedziemy przez x,=x, x,=y, X,=2

9



fub krétko x;, gdzie tacidski wskaZnik i, zwany wskaZnikiem wolnym, przebiega w tréj-
wymiarowej przestrzeni wartosci x, y, z. Podobnie w ukiadzie molekularnym M123 wspét-
rzedne punktu oznaczaé bedziemy przez x,, x,, x3. czyli krdtko x,, gdzie grecki wskaznik
o przebiega swoje wartosci 1, 2, 3.

1.1. Wspolrzedne kuliste (sferyczne)

Obierzmy w przestrzeni, z danym w niej ukladem wspdlrzednych Oxyz, dowolny
punkt P(x,y,z) oraz jego rzut P'(x,y, z) na plaszczyzne xOy (rys. 1.2). Tréjke liczb
¥, 0, p, takich ze: -

wo>rz0, 0<0<n., O0<p<2nm,

P(x,y.z}
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Rys. 1.2, Ukiad wspdlrzednych sferycznych Rys. 1.3, Ukiad wspbirzednych walcowych

nazywamy wspdlrzednymi sferycznymi punkiu P, przy czym, poniewaz p=r sin, mamy
nastepujace zwiazki wyrazajace wspolrzedne prostokatne kartezjadskie x, y, z za pomoca
wspotrzednych sferycznych:

x=rsinfcos ¢,

y=rsinfsin g, (1a)

z=rcosl.

Katy 0 i p nazywamy odpowiednio kgtem biegunowym i kqtem azymutalnym promienia
wodzacego r. Dla elementu objetosciowego mamy:
dV=v*drdQ, (1b)

gdzie
dQ=sinfdbdyp (Ic)

jest elementarnym katem brylowym.
1.2. Wspélrzedne walcowe (cylindryczne)

Trojke liczb p, @, z takich, ze (rys. L.3):
p=0, 0<e<2n, z20,

nazywamy wspdirzednymi walcowymi punktu P(x,y, z), ktore zwiazane sa ze wspot-
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rzednymi prostokatnymi nastgpujgco:

x=pcos g,
y=psing, (1)
=2z,
Dla clementu objetosciowego mamy:
dV=pdpdepdz. (le)

1.3. Kat miedzy promieniami wodzacymi

Jesli potozenie punktu P, okreSlone jest przez wspdirzedne sferyczne ri, 01, 01, zag
punktu P,—przez wspotrzedne 12, 85, ¢, to wierzchotki promieni wodzacych r,ry,1 1,

z

/, NL\G
the
L85
h
|
|

X

Rys. L4. Kat miedzy dwoma promieniami wodzacymi we wspdlrzednych sferycznych

(rys. 1.4) opisza trojkat sferyczny, fdo ktorego stosuje si¢ podstawowy wzor cosinusow
trygonometrii sferyczne;j:

c0s 0, =cos 6, cos 0, +sin 0, sin8,cos (¢, — ¢1) - (1f)

2. TRANSFORMACJE ORTOGONALNE

W fizyce czgsto spotykamy si¢ z zadaniem przejécia od jednego ukladu wspétrzednych,
np. laboratoryjnego Oxyz, do innego, np. molekularnego uktadu M123. Przyjmujac dla
prostoty, ze oba uklady maja wspdlny poczatek O, mozemy napisaé nastepujace rownanie
transformacyjne:

X;=CiuXy» @)

gdzie wspdlczynniki liniowego przeksztalcenia ¢, W przypadku kartezjanskich ukladow
prostokatnych sa cosinusami katéw miedzy osiami i oraz « obu ukladéw, ¢;,=cos (i, «),
czyli sa cosinusami kierunkowymi. l

Tutaj oraz dalej stosowaé bedziemy umowe sumacyjng Einsteina orzekajacy, ze ilekro¢
w jakim§ wyraZzeniu powtarza si¢ dwukrotnie dolny wskaznik, oznacza to sumowanie

11



wzgledem tego wskaznika po wszystkich jego wartosciach. W réwnaniu (2) « jest wskaZzni-
kiem sumacyjnym przebiegajacym kolejno wartodei I, 2, 3, wobec czego mamy:
3
Xi=Cy Xy Cp Xp T3 X3= Zl CigXy- - (2a)

Jak widzimy, na mocy umowy Einsteina opuszczamy po prostu znak sumowania. Oczy-
wiste jest przy tym, Ze powtarzajacy sic w rownaniu (2) wskaznik «, oznaczajacy zgodnie
z (2a) sumowanie, moze by¢ zastapiony przez dowolng inng litere, np. # lub y. WskazZniki
sumacyjne o nazywamy czestc wskaznikami zwiqzanymi (niemymi lub $lepymi), natomiast
wystepujacy jednokrotnic wskaznik i nazywamy wskaznikiem wolnym.

Analogicznie do rownania (2), okredlajacego przejécie od ukladu laboratoryjnego do
ukladu molekularnego, moZemy napisa¢ transformacje odwrotng:

xa:caixi7 ’ , (3)

pozwalajacq na przejscie od ukladu molekularnege M123 do laboratoryjnego Oxyz.
Migdzy wspolezynnikami transformacji (2) 1 (3) zachodzi réwnosé:

Cia=Cyi-

Transformacje (3) moZzemy przedstawié tabelka:

T i x y z ’
o ~
1 l Cix | Ly | C1z (3a)
2 | Cax Cay ‘ C2z :
| 3 I Cax €3, | s,

zawierajaca 9 cosinuséw kierunkowych; np. cosinusy kierunkowe osi M1 wzgledem osi
0x: 0}’, Oz 58 Cixs ciy9 Ciz-
Cosinusy kierunkowe spelniaja warunki ortonormalizacji:

Ciazcjoz“_"caicajzaijy (4)

mamy tutaj symetryczny symbol J;; — zwany delta Kroneckera — zdefiniowany przez:

Sy {1 dla 1=/, NG
0 dla i#j.
Na podstawie (4) :
iteiiteii=1, (4a)

tzn. suma kwadratéw cosinuséw kierunkowych jest réwna jednosci (jest to warunek
unormowania cosinusow kierunkowych), natomiast suma iloczyndw mieszanych
i ci1Cj1+Cizcj2+ci3Cj3=0, i#j (4b)

wyraza warunek prostopadlosci, czyli ortogonalnosci.
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W zwiazku z warunkami (4} méwimy, e przekszialcenie, ktére przeprowadza jeden
prostokatny uklad wspdtrzednych w drugi, nazywamy liniowym przeksztalceniem orto-
gonalnym.

W wielu konkretnych zadaniach wygodnie jest wyraza¢ cosinusy kierunkowe, zesta-
wione w tabelce (3a), przez 3 katy Eulera 0, ¢, w. Niech plaszczyzna ukladu laboratoryj-
nego xOy przecina si¢ z plaszczyzng 102 ukiadu molekularnego wzdiuz prostej OW,
zwanej linig wezldw, ktéra jest prostopadia do osi Oz oraz O3 (rys. 1.5).

Rys. 1.5. Katy Eulera

Katy Eulera definiujemy nastgpujaco: kqt nuracji 6 — miedzy osiami Oz 1 O3, kqf
precesji w — miedzy osia Ox a linig wezléw OW oraz kqt czystego obrotu ¢ — migdzy
linia wezléw OW a osiag O1. Katy 6, ¢ i v mierzy sie w kierunkach okreslonych reguta
$ruby prawoskretnej, tj. takich, ktore odpowiadaja przedstawionym na rysunku L5 kierun-
kom obrotu osi: Oz — dla kata w, OW — dla kata ¢ oraz O3 — dla kata 0. Tak okreSlone
katy zmieniaja si¢ W granicach:

Cosinusy kierunkowe tabelki (3a) wyrazaja si¢ w nastepujacy sposéb przez katy Eulera

8, v, p:
€1, =COS ¢cos w—sin psinycos 0,
€y,=C08 @siny +sin pcosy cosb,
¢y, =sin psing,
¢, = —Sin g cosy —cos gsiny coso,
¢py= —sin psiny +-cos pcosy cosd, (6)
¢,,=cos psind,
¢y =sinysing,

= —cosysind,

C3y

¢y, =cos 8.
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3. RACHUNEK WEKTOROWY

Wielkoéci fizyczne, ktérych warto$¢ okresla w zupelnosci liezba rzeczywista, nazy-
wamy wielkosciami skalarnymi Tub krotko skalarami. Wielko$eiami skalarnymi sa: masa,
temperatura, objetos$¢, potencjal, energia itp.’ :

W fizyce wystepuja réwniez wielkosci wektorowe, ktorych jednoznaczne okresleme
wymaga podania nie tylko wartosci, ale réwniez pewnego kierunku i zwrotu lub obrotu

Q b) o

a)

Rys. 1.6. Graficzne przedstawienie wektorow: a) wektora biegunowego, b) wektora osiowego

Oba rodz&je wektoréw odrozniamy za pomoca operacii odbicia zwierciadlanego. Jesli dokonamy operacji edbicia kazdego z tych
wektoréw w plaszczyznie prostopadiej do ich kierunkow, to wektor biegunowy zmieni swoj zwrot na przeciwny, natomiast wekior
osiowy pozostaje bez zmiany. Na odwrdt, odbicie kazdego z tych wektoréw w plaszczyznie réwnoleglej do ich kierunkéw pozo-
stawia wektor biegunowy bez zmiany, natomiast zmienia skret wektora osiowego na przeciwny

(skretu). Rozrézniamy dwa rodzaje wektoréw: biegunowe i osiowe. Wektor biegunowy

(zwany zwykle wprost wektorem) mozna przedstawi¢ jednoznacznie odcinkiem prostej,

jej kierunkiem i zwrotem. Graficznie wektor biegunowy przedstawiamy w postaci strzatki
a} b}

A . A

e e

B B

Rys. 1.7. Dwa wektory kolinearne: a) o zwrotach zgodnych (rownolegla orientacja), b) 0 zwrotach przeciwnych (antyréwnolegia

orientacja)

(rys. 1.6a), przy czym linia Iaczgca punkty P i @ okreSla kierunek, a ich porzadek (od
P do Q) — zwrot wektora. Dhugo$é odcinka PQ stanowi warto$¢ bezwzgledng wektora
lub miare wektora. Typowymi przykiadami wektoréw biegunowych sa: sita F, predkosé v,

ped p, pole elektryczne E.
Wektor osiowy (zwany nieraz pseudowektorem) mozemy przedstawié odcinkiem
o okresSlonym kierunku i orientacji, z ktora wiazemy pewien kierunek obrotu (skretu)
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Jesli wektory A i B (niezerowe) sg wzgledem siebie prostopadie, to cos(4, B)=
=¢0s 90°=0, wobec czego A-B=0; czyli iloczyn skalarny dwéch wektoréw wzajemnic
prostopadtych jest rowny zeru.

Warto tutaj zwréci¢ uwage, Ze wedtug definicji (7) iloczyn skalarny dwéch wektordw
jednostkowych 4° i B® (przy czym A° = B°=1) jest cosinusem kata miedzy nimi, przy czym
mamy w rzeczywistosci:

1, jesli 4°||B°, ,
A°% B°=cos(4°, BO):{ (7a)
0, jesli 4°LB°.
A zatem iloczyn skalarny dwdch wektoréw jednostkowych réwnoleglych (AOHBO) rowna
si¢ jednosci (w przypadku jednostkowych wektoréw antyréwnoleglych bedzie réwny —1),
za$§ wektorow ortogonalnych (4°.1LB% — réwna sie zeru.
Iloczyn skalarny wektora 4 i wektora jednostkowego B°

A-B°=Acos(4, B) (76}

jest rzutem wektora 4 na kierunek wektora B (rys. 1.9).

Rys. 1.9. Rzut wektora 4 na kierunek wektora B
Gdy kat « miedzy wektorami jest ostry (2 <90°), rzut ma wartos$¢ dodatnia, gdy kat 2 jest rozwarty (x> 90°), rzut ma wartosé
pjemng, zas dla «=90° rzut jest réwny zeru
W przypadku dwdéch réwnych wektordw definicja (7) daje:
2 .
A4-A=47, (7c)
stad dhugo$¢ wektora (czyli jego miara)
. —
A=|d|=VA 4. (7d)
Drzielenie przez wektor nie jest okreslone, czyli jest operacja matematycznie niezde-

finiowana.

3.3. Ileczyn wektorowy
W fizyce czesto uzywamy iloczynu innego niz (7), ktéry nie jest wielkoscia skalarng,
ale wektorows. Iloczyn wektorowy dwdch wektorow A i B oznaczamy zwykle za Gibbsem
przez A x B (lub niekiedy [4, Bl albo 4 A B) i méwimy: ,,4 mnozone wektorowo przez B”.
Iloczynem wektorowym dwéoch wektorow 4 1 B (o wspolnym poczatku, rys. 1.10) nazy-
wa sie wektor C=A4 x B, ktorego: 1) kierunek jest prostopadly do plaszczyzny wyznaczonej
przez wektory 4 i B, 2) zwrot jest zgodny z reguly $ruby prawoskretnej (korkociagu),

16



{(np. éruby prawoskretnej — rys. [.6b). Przykladami wektordow osiowych sa: predkosc
katowa o, moment pedu K, pole magnetyczne B.

Wektory kolinearne (wspdlliniowe) sa to wektory lezgce na prostych réwnoleglych
fub na tej samej prostej. Wektory komplanarne (wspdtplaszczyznowe) sa to wektory lezace
w plaszczyznach rownoleglych lub w tej samej plaszczyznie.

Dwa wektory A i B sq réwne z definicji, jezeli majg te same kierunki (sa kolinearne).
ten sam zwrot i jednakowe wartosci (miary). O dwdch wektorach 4 i B kolinearnych
i majacych te same zwroty mowimy, ze majg orientacje (konfiguracje) réwnolegla (rys. 1.7a),
patomiast je§li maja zwroty przeciwne, méwimy, ze majq orientacje antyréwnoleglq (rys. 1.7b).

Wektorem jednostkowym, czyli wersorem, nazywa si¢ wektor majacy warto$¢ réwna
jednostce. Oznaczamy go nickiedy symbolem A® albo tez I itp.

3.1. Dodawanie i odejmowanie wektoréw

Suma dwéch wektoréw A i B daje trzeci wektor C=4 + B, ktory zdefiniowany jest kon-
strukcja geometryczng, zwang regula réwnolegloboku (rys. 1.8). Suma ta jest rézna od sumy
algebraicznej odcinkdéw i dlatego nazywamy ja czesto dla odréznienia sumq geometryczng.

Aby otrzymag réznice dwdch wektordw A— B, nalezy zdefiniowad wektor przeciwny — B.
Przez wektor przeciwny do wektora B rozumiemy wektor —B o tej samej dtugosci 1 kie-
runku, ale o przeciwnym zwrocie. Zatem odejmowanie wekiora B od wektora 4 definiu-
_ jemy jake dodanie do 4 wektora przeciwnego — B:

A—B=A+{—-B).

Rys. 1.8. Geometryczne dodawanie wektorow
Sume 4+ Btworzymy przesuwajac B réwnolegle do wiasnego kierunku, az poczatek wektora B pokryje sig Z konicem wektora 4.
Wektor €, ktéry taczy poczatek 4 z koficem B (przesunietego) jest suma A+ B

Do wektoréw stosuje sie prawo przemiennosci. A+B=B+ A, prawo lqcznosci: (A+B)+
1+ C=A+(B+C). Jebli s jest skalarem, to s(4+ B)=sA4+sB, a wigc do mnozenia wektora
przez skalar stosuje sig prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania.

3.2. Iloczyn skalarny

Hoczynem skalarnym dwéch wektorow A i B nazywamy iloczyn ich wartosci A= iAI
1 B=|B| przez cosinus kata zawartego miedzy nimi, czyli cos(4, B). Oznaczamy ten ilo-
czyn przez A- B (iloczyn z kropka) lub przez (4B.) Zatem na mocy definicji iloczyn ska-
larny wektoréw, czyli iloczyn wewnetrzny

A-B=ABcos(A4, B) (7

jest skalarem i stosuje sie do niego prawo przemiennoSci: 4 ‘B=B-A.
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3) warto$¢ bezwzgledna wynosi C=AB sin(4, B). Na mocy tej definicji iloczyn wektorowy, .
czyli zewnetrzny zapisujemy w postaci: '

C=C"AB|sin(4, B)|, (8).

Rys. L.10. Tloczyn wektorowy C=A X B
Warto$c bezwzgledna iloczynu |4 X B]= ABsin o« rowna sie polu powierzchni réwnolegtoboku zbudowanego na wektorach 4 i B~

gdzie C° jest wektorem jednostkowym w kierunku wektora C. Ioczyn wektorowy, czyli
wektor C, ma wlasnos$¢ wektora osiowego.
Z definicji iloczynu wektorowego wynika, Ze je§li wektor A4 jest réwnolegly do B, to

AxB=0, (8a)

poniewaz sin (4, B)=0. A zatem (8a) jest warunkiem réwnolegloéci dwu wektoréw 4 i B,
ktory w szezegolnoscei daje:
AxA=0, (8b} |

co oznacza, ze wektorowy iloczyn wektora przez ten sam wektor jest réwny zeru.
Fatwo zauwazy¢, ze do iloczynu wektorowego nie stosuje si¢ prawo przemiennosci,

bowiem mamy:
AxB=—BxA, (8c).

natomiast zachodzi prawo rozdzielnosci wzgledem dodawania: -

Ax(B+C)=AxB+AxC. (8d)

3.4. Tloczyny wielokrotne

W wielu zagadnieniach wystepuja iloczyny mieszane lub wielokrotne. Mamy dla ilo-
czynu mieszanego skalarnego trzech wektoréw prawo zamiennosci (do iloczynu mieszanego-
skalarnego stosujemy nieraz oznaczenie [4, B, C]):

(A% B)-C=(BxC)-A=(Cx A)"B, 9)-

skad wynika, ze przy zachowaniu kolejnoéci wektoréw mozna wzajemnie zamienia¢ mno--
7enie wektorowe 1 skalarne. Iloczyn mieszany (9) nie zmienia wartodci przy permutacji
cyklicznej w porzadku wektoréw (permutacja cykliczna: ABC, BCA, CAB), natomiast
zmienia znak, jezeli kolejnos¢ wektordw nie jest cykliczna (permutacja niecykliczna: CBA,.
BAC, ACB). A wigc mamy:

(AxB)-C=—(BxA4) C, (9a}).

2 Molekularna optyka nieliniowa 17"



-0 oznacza, Ze przy niecyklicznej zmianie kolejnosci wektoréw w iloczynie mieszanym
uklad prawoskretny zamienia si¢ na lewoskretny. Oznacza to, ze iloczyn mieszany nie
Jest prawdziwym (wlasciwym) skalarem, lecz pseudoskalarem (zwanym tez pojemnoscia
sskalarng), gdyz zmieni on znak réwniez przy odbiciu zwierciadlanym uktadu wspétrzednych.
W szczegdlnosei, jesli wezmiemy warto$é bezwzgledna (9), to skalar

V=|(4xB) C| )

_jest objetoscia réwnolegloécianu, ktérego powierzchnia podstawy jest A x B, a wektor C
Jest krawedzia Tub sko$na wysokodcia (rys. I.11). Stad wynika, Ze trzy wektory sa kompla-
narne wtedy 1 tylko wtedy, gdy

(AxB)-C=0, (9¢)
Podwojny iloczyn wektorowy

V=AxBxC. (10

:zwany réwnieZ iloczynem mieszanym wektorowym, jest wektorem.
Tloczyn mieszany wektorowy (10) mozna przedstawi¢ w postaci uzytecznej tozsamosci:

Ax(BxC)=(4-C)B—(4-B)C. (10a)

JRys. 1.11. lloczyn mieszany (A X B)'C

przy czym nalezy pamietal, iz w tym przypadku nie zachodzi prawo facznosct:
AxX(BxC)#(AxB)xC.

Tloczyny wigcej niz trzech wektorow mozZzna zawsze sprowadzi¢ do jednego z trzech
wprowadzonych typow iloczyndéw mieszanych. W ten sposdb otrzymujemy uzyteczne
niekiedy tozsamo$ci na iloczyny wielokrotne wektorowe:

(AxB)-(Cx D)=(4-C)(B-D)—(4-D)(B-C), (11)
(AxB)x(Cx D)=[A4, B, D]C—[4,B,C]|D=[4,C, D]B—[B, C, D] A, (12)
Ax[Bx(Cx D)]=(4x C)(B- D)—(d x D)(B-C). (13)

3.5. Wektory w kartezjanskim ukladzie wspoélrzednych

WezZzmy pod uwage ukiad kartezjanski Oxyz i obierzmy na kazdej osi wektor o diugosci
I i zwrocie zgodnym ze zwrotem osi. Wektory te nazywamy jednostkowymi 1 oznaczac
_je bedziemy symbolami x°, y°, z° (stosowane zwykle symbole i, j, k bedziemy przypisywac
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molekularnemu uktadowi wspdlrzednych). Trzy wzajemnie prostopadie wektory jednost--
kowe x°, y°, z° (zwane niekiedy wektorami bazy) tworza uklad zwany bazq jednostkowg
prostokatng (rys. 1.12). ' :
Wektory jednostkowe bazy spelniaja warunki ortonormalizacyjne wynikajace z definicji.
iloczynu skalarnego (7) dwéch wektoréw:
xO.xO:yO_ 0=z0. z0=1
y , (14).
xo-y0=y°~z0=z0-x0:0. .
W ukladzie kartezjafiskim mozemy dany wektor 4 zapisa¢ jako sumg trzech wektoréw
skladowych x°4,, y°4,, z°A4, skierowanych wzdluz osi Ox, Oy, Oz:

A=xA,+y°4,+z°A., (15)
przy czym A,, A,, A, nazywamy wspoSirzednymi wektora A4 (rys. 1.12).

Rys. 1.12. Wektor 4 w ukladzie wspoirzednych kartezjanskich
Biorac pod uwagg, ze A,=4 cos (4, x%), etc., mozemy na podstawie (15) napisac:
dla dowolnego wektora jednostkowego A° zadanego w ukladzie kartezjanskim:
A° =x%cos (4°, x°)+ y°cos (4°, y°) + z%cos (4°, 2°), (15a)-
gdzie cos (4°, x°),... sa cosinusami kierunkowymi wektora A°.
Mnozac skalarnie kazda ze stron (15a) przez siebie, otrzymujemy:
1=cos*(4°, x°)+cos?(4°, y°) +cos*(4°, z°) (15b)-
znane prawo na sumg kwadratow trzech cosinusow kierunkowych.
Podobnie na podstawie (14) i (15) mozemy iloczyn skalarny dwoéch wektorow zapisal

w postaci:
A-B=A,B,+A4,B,+A.B,. (16):

W szczegélnosci dla A4 =B otrzymujemy stad na kwadrat wektora:
A?=A-A=AZ+ A2+ A%, (16a)
Uwzgledniajac wlasnoéci iloczyndw wektorowych wektoréw jednostkowych:
\ xoxxogyoxy9=z°xz°:0,] ' ‘7

o

Q Q (1} QO

oot (142
0

y xz°=—z°><y°=x°,,

Oxx®— —x0x 0=,

2% ) ’ " 19+



‘mozemy wektorowy iloczyn wektoréw 4 i B zapisaé w postaci:

A xB:(Asz—‘AzBy)xo+(Asz_AxBz)yo—{-(AxByhAyBx.) zg' (17)
Biorac pod uwage, ze o
A4, A
]B B =A,B.—A.B,,

‘mozZemy rowniez zapisaé iloczyn Wektorowy w postaci:

E;xo yO zo‘(

AxB= A, A, 4’ (17a)
B, B, B. '

SkorzystaliSmy tutaj ze znanego twierdzenia algebry, ze wyznacznik macierzy trzecxeoo
stopnia mozna rozdzieli¢ na sume trzech wyznacznikéw drugiego stopnia:

‘clx Cly clz

Cax CZy Caz :clx

| |
Feg, O Sl (18)

C3x €3y C3z

Po prawej stronie podwyznacznik (minor) drugiego stopnia stojacy przy elemencie c;; pow-
staje z wyznacznika trzeciego stopnia przez usuniecie z niego elementéw tego wiersza oraz
tej kolumny, w ktdrej znajduje sie ¢y;.

Podobnie iloczyn mieszany (9) moze by¢ zapisany w postaci wyznacznikowej:

A, Ay A
A-(BxC)=|B, B, B,|. (9d)
c. ¢, C.|

:3.6. Niezmienniczo$¢ ukladu odniesienia wzgledem obrotu

Podobnie do transformacji wspotrzednych punktu okreSlonych przez réwnania (2)

1 (3) mozemy teraz napisa¢ prawa transformacyjne dla skfadowych wektora kartezjan-
-skiego*:

A;=ci Ay, (19a)

Aa =Cyy Ai > (lgb)

‘przy czym réwnanie (19a) okre$la transformacj¢ sktadowych wektora zadanych w ukladzie
Adaboratoryjnym Oxyz do molekularnego ukladu wspdtrzednych M123, za$ réwnanie (19b)
«okre§la transformacje odwrotna od ukiadu molekularnego do laboratoryjnego.

Na podstawie (19a) otrzymujemy na kwadrat wektora

=A;A;=cCCip Ay Ay=0,, A, Ag=A A = A2+ A5+ A3, (16b)
3 B 74 B

* W ukladach wspoétrzgdnych krzywoliniowych nalezy rozrdzniaé kontrawariantne i kowariantne
prawa transformacyjne.
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poniewaz podobnie do warunkéw ortonormalizacji (4) mamy:
Cai Cpi=Cig Cig =0y - (4¢)

Zastosowalismy tutaj wprowadzona poprzednio konwencje sumowania po dwukrotnie
powtarzajacym si¢ wskazniku 7.

Zestawiajac ze soba wyrazenia (16a) i (16b) widzimy, ze kwadrat wektora ma w obu
ukladach wspdtrzednych taka samg wartosé:

i

A=A A=A+ A+ A=A+ A2+ A2=A 4, (16¢)
Wielko$¢ A* nazywamy niezmiennikiem wzgledem obrotu wkiadu odniesienia, przy czym
A= 4,4~ 4,4,

okresla warto$¢ wektora, ktdra jest taka sama we wszystkich ukladach wspOtrzednych
kartezjafiskich (o zgodnej orientacji, np. prawoskretnej) obréconych wzgledem siebie.
Oczywiscie fatwo si¢ przekonaé, ze réwniez iloczyn skalarny dwéch wektordw (16) jest
niezmiennikiem, to znaczy mozemy napisa¢ wobec transformacii (19):

A-B=A,B,=AB,. (16d)

3.7. Wartes¢ wyznacznika transfermacji

Latwo zauwazy¢ na podstawie (18), ze warto$¢ wyznacznika macierzy transformacji
{¢,:), ktérg oznaczamy przez det(c,;), jest rdwna — 1 lub +1 w zaleznosci od tego czy przy
transformacji zmieniamy skret osi ukladu, czy tez nie. Aby to objaéni¢, rozwazmy naj-
pierw transformacje toZsamosci (identycznosci), ktéra nie zmienia skretu osi ukladu

100
(c.)={0 1.0)=(d,), (20)
001

gdzie teraz symbol Kroneckera d,; oznaczony przez (d,;) ma znaczenie macierzy jednostko-
wej. Macierz jednostkowa ma na glédwnej przekatnej jako elementy jedynki, natomiast
pozostale elementy sa zerami. Jej wyznacznik jest det(d,)= +1. Podobnie przy trans-
formacji od ukladu prawoskr¢tnego do prawoskretnego (Jub od lewoskretnego do Jewo-
skretnego) bedziemy mieli det(c,;)=+1. Tak wiec dla transformacji, ktdra nie zmienia
skretu osi uktadu wspdtrzednych, mamy zawsze det(c,)=+1. Liniowe transformacje
ortogonalne o wyznaczniku det(c,;)=+1 nazywamy transformacjami wlasciwymi.

Dla transformacji, ktére zmieniaja skret ukladu (np. od prawoskretnego do lewoskret-
nego lub na odwrdt), mamy det(c,;)= —1. Takie transformacje nazywamy niewfasciwymi;
naleza do nich w szczegdlnosci: odbicie,. czyli zmiana znaku jednej wspdtrzednej (np. x;
przy symetrii wzgledem plaszczyzny xOy, rys. 1.13a)

X{=X,Xy=),X3=—2 (20a)
i inwersja (przeksztalcenie wzgledem $rodka symetrii, rys. 1.13b)

Xp= —X;. (20b)
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W zapisie macierzowym wspdiczynniki transformacii (20a) i (20b) zapisujemy naste-
pujaco:

10 0
(c)={0 1 0}, : (20c)
00 —1 : ;
-1 0 0 , -
(c)=| 0 —1 O}=—(3)- ' (20d)
0 0 —1 :

Macierz (20d) nazywamy niekiedy operatorem inwersji, ktorego dziatanie polega na zmia-
nie znaku wszystkich wspétrzednych.

a) b)

[5)

|

[

l

1

!
P (=X,-y.~2)]
¥
Rys. 1.13. Transformacje niewlasciwe . .

a) odbicie zwierciadlane; 0§ O3 przechodzi w polozenic swego obrazu zwierciadlanego (o Oz) wzgledem plaszczyzny 1 G2 (lub
x0y) zwanej plaszczyzna symetrii, ' ’ ' ' o : B
b) inwersja wzgledem. §rodka symetrii (poczatku ukladu wspoirzednych) przeprowadza kaidy punkt P(1,2,3) w polozenie
P(—x, —y, —z), czyli zmienia zwroty wszystkich osi na przeciwne '

Biorac pod uwage powyzsze rozwazania mozemy powiedzie¢, Zze wektory biegunowe
(rys. 1.6a) transformujg si¢ wedlug praw (11a), (11b), natomiast prawo transformacji wek-
tora osiowego (rys. 1.6b) ma postac: ’ ‘

A= Eeuds, . . (21)
gdzie znak plus odnosi si¢ do transformacji wlasciwych, ktdére nie zmieniaja skretu osi
ukladu wsp6lrzednych, za§ znak minus. — do transformacji niewlasciwych, zmieniaja-
cych skret ukladow.

4. TENSORY KARTEZJANSKIE

W fizyce oprécz skalaréw i wektoréw stosujemy wielkoéci tensorowe. W istocie rzeczy
skalar, kt6ry okreslony jest jednoznacznie przez jedna liczbg nie zwigzang z zadnym ukla-
dem odniesienia, nazywamy tensorem zerowego rzedu (rangi)* 1 mozemy oznaczy¢ sym-
bolem T, Oméwione poprzednio wielkosci wektorowe nazywamy fensorami pierwszej

* Stosujemy termin ranga tensora zamiast rzad tensora, bowiem terminem tzad bedziemy dalej
okresla¢ kolejne przyblizenia rachunku zaburzen.

22



vangi TV i, jak widzieli$my, sy one catkowicie okre§lone przez podanie wartosci ich
trzech skladowych T, 7,, T, wzdhiz osi Ox, Oy, Oz kartezjariskiego ukiadu wspotrzed-
nych. W zapisie wskaznikowym (lub tensorowym) tensor pierwszej rangi oznaczamy sym-
bolem 7. gdzie wskaznik wolny 7 przebiega zbidr liczb x, y, z. W zapisie macierzowym
tensor pierwszej rangi zapisujemy w postaci macierzy jednokolumnowej lub jednowier-
SZOWE]: '
T\
()= T |=(T. T, T,). (22
T,

Tensor drugiej rangi T, ktéry mozemy oznaczy¢ symbolem T, ; z dwoma dolnymi
wskaznikami wolnymi 7, j, zapisujemy w postaci macierzy kwadratowej:

Txx Txy sz
(TIJ) =T, Ty, T.}. (23)
sz jﬂz_v 71':

Widzimy. ze plerwszy wskaznik dolny i oznacza wiersz macierzy, a drugi j — jej kolumng.
Sposréd dziewigeiu sktadowych tensora drugiej rangi (23), trzy: 7., T,,, 7,, nazywamy
skladowymi diagonalnymi; leza one na przekatnej giéwnej macierzy kwadratowej; za$ po-
zostale szes¢ skfadowych, T,,..., skladowymi niediagonalnymi.

Podobnie mozemy wprowadzié pojecie tensoréw wyzszej rangi niz druga. a mianowicie
tensora n-tej rangi 7, przez ktéry bedziemy rozumieli wielko§é okre§lona w ukladzie
kartezjafiskim przez zbidér 3" skladowych. Rozwinieta w ten sposéb koncepcia tensordw
przedstawiona jest w tablicy I.1.

Tablica 1.1
‘Wielkosci tensorowe
! |
Ranga 1 Zapis Liczba !
tensora Nazwa tensora ‘ tensorowy skiadowych
tensora
0 | Tensor zerowej rangi T(O), : |
" czyli skalar - T % 3%=1
i Tensor pierwszej rangi T, i !
: czyli wektor | T; 3'=3
2 ! Tensor drugiej rangi T T ‘ 3°=9
3 - Tensor trzeciej rangi T ! Tk 33=27
4 " Tensor czwartej rangi 7 i T 3*=81
5 | Tensor piatej rangi T*° " T st 35243
- : . . . . . . . . . . . . ‘: . . . | . .
i !
' i
n ~ Tensor n-tej rangi v ; T : 3"

W fizyce przykiadami tensorow drugiej rangi sa: tensory przenikalnosei elekirycznej ¢;;
1 magnetycznej 4;;, tensor przewodnosci elektrycznej o;;, tensor liniowej polaryzowal-
nosci elektrycznej a;;. Do tensoréw trzeciej rangi zaliczamy tensor piezoelektryczny o,
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tensor nieliniowej polaryzowalnosci elektrycznej b; ., etc. Przykladami tensoréw czwartej
rangi sa: tensor elektrostrykcji, kwadratowego zjawiska elektrooptycznego.

Po tych wstepnych rozwazaniach, pokazujgcych, ze kazdy tensor wyraza jakgs
wielko$¢ geometryczng lub fizyczng, nalezy rozpatrzy¢ podstawowe niezmiennicze ope-
racje tensorowe (rachunek tensorowy), takie jak dodawanie, mnoZenie i zwezanie ten-
soréw, a takze przestawianie wskaznikdéw. Operacje te pozwalaja twofzyé z danych ten-
soréw nowe tensory, w zupelnosci okreélone niezaleznie od tego, w jakim uktadzie wspdt-
rzednych przeprowadzono obliczenia. Tym samym operacje tensorowe sa w istocie rzeczy
odbiciem tych operacji na wielko$ciach geometrycznych lub fizycznych (przedstawionych
tensorami), ktére dokonuja sie niezaleznie od wyboru ukladu wspétrzednych.

4.1. Wlasnosci tensoréw drugiej rangi

Aby podac $ciste definicje tensoréw, musimy okre$li¢ prawa transformacji ich skiado-
wych od jednego do drugiego ukladu wspolrzednych. A wiegc tensor pierwszej rangi, czyli
wektor (biegunowy), definiujemy jako wielkos$¢, ktoéra w odniesieniu do ukiadu osi Oux;
ma trzy skladowe T; (22), transformujace si¢ wediug prawa (19) juz poprzednio wpro-
wadzonego:

Ti:citx Ta‘ / (24)

W podobny sposéb tensor drugiej rangi defininjemy jako wielkoé¢, ktéra w odniesieniu
do ukladu wspétrzednych x; ma 9 skladowych T7;; przedstawionych w macierzy (23), trans-
formujacych sie wedtug réwnan:

Tii=¢CiCip Tup - (25)
Przypominamy, Ze i oraz j sa wskaznikami wolnymi, zas ¢ 1 f — wskaznikami zwigzanymi,
wzgledem ktdrych zgodnie z konwencja Einsteina wykonujemy -umowanie, czyli piszemy
w postaci rozwinigtej:

T.

ij=

cicjp TiitenciyTiatencisTiztepcy Ta+epcp T+
¢33 Taz 4¢3 ¢51 T +6i3¢52 Tan+ ¢33 Tas (25a)

Jesli uprzytomnimy sobie, ze kazdej parze wskaznikéw i oraz j przebiegajacych wartodci
x, ¥, z odpowiada jedno takie réwnanie, to bedziemy mieli 9 takich réwnan z 9 sktadnikami
po prawej stronie, okreslajacych skladowe macierzy (23). Z tego przyktadu widoczna jest
zaleta symboliki tensorowej, ktéra jest niestychanie prosta, zwigzta i przejrzysta.

Transformacje odwrotna tensora drugiej rangi, od ukladu molekularnego do labora-
toryjnego, zapisujemy nastepujaco:

Tp=cucg; T (25b)

Poréwnujac tabelke (3a) Jub wyznacznik (18) z macierza (23) widzimy, Ze zaréwno wspol-

czynniki transformacji ¢,; jak tez tensor Tj; sa uktadami 9 liczb; nie oznacza to jednak

identycznoéci tych wielkosci. Macierz (¢,;) jest zespolem wspdlczynnikéw wigzacych dwa
uktady wspétrzednych (molekularny z laboratoryjnym), natomiast tensor Tj; jest wielko$cig
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fizyczng odnoszgca sie w danej chwili tylko do jednego ukladu wspdirzednych, w ktérym
przedstawia 9 skladowych.

Jedli w macierzy (23) tensora T;; zamienimy wiersze i kolumny, wtedy otrzymamy
tensor T;, ktory nazywamy fensorem przestawionym (transponowanym) i oznaczamy przez
T,{ , przy czym jego macierz ma postaé:

T T Tox
(Tij)T = (Tp) = Txy Tyy sz . (23a)
Tx: 7jvz Tzz

Jesli wige T;; sa sktadowymi tensora z prawem transformacii (25), to réwniez 7;=TF
sa skladowymi tensora transponowanego, ktére przeksztalcajg si¢ wedlug prawa:

Tii=CipCia Tpa=10Ci5Cip5 Tpy . (25¢)

J
4.2, Dodawanie tensordw

Dodawaé lub odejmowaé mozemy tylko tensory tej samej rangi i o jednakowych
wskaznikach oraz okre$lone w tym samym punkcie i uktadzie wspdtrzednych. Przez sume
dwéch tensoréw A;; oraz B;; rozumiemy taki trzeci tensor C;;, ktdrego sktadowe s sumami
odpowiednich sktadowych tensoréw dodawanych:

Tensor jest symetryczny, jesli
Sij:Sji7 (263)
natomiast tensor jest skosnie symetryczny czyli antysymetryczny, jesli

Ay=—A (26b)

ji-
Wiasnosci symetrii i antysymetrii tensora sa niezalezne od ukladu odniesienia. Kazdy ten-
sor drugiej rangi T;; mozemy roztozy¢ jednoznacznie na sume tensora symetrycznego S;;
oraz antysymetrycznego 4;;:

T;;=S8;;+A4;;, (27)
gdzie
Sijz%(Tij_{" Tﬂ) (27a)
jest tensorem symetrycznym, za$
Aijz’%(Tij"‘Tji) k (27b)

tensorem antysymetrycznym.
Na podstawie (26a) lub (27a) tensor symetryczny ma w trojwymiarowej przestrzeni
6 niczaleznych sktadowych: 3 skladowe diagonalne S, S,,. S, oraz 3 niediagonalne

‘ Sy =8 Sp=98.,, S;x=5,;. Tensor S;; mozemy zapisa¢ w postaci macierzy symetrycz-
nej wzgledem przekatnej:
Sxx Sxy sz
(Si)={Sx» Sy Sz (27¢)
Sy Sy Sz/ ‘

Szczegdlnym przykladem tensora symetrycznego jest tensor jednostkowy Kroneckera 4;;,
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ktory zapisujemy w postaci symetrycznej macierzy jednostkowej:

100
(3,)=10 1 0]. (27d)
001

Tensor antysymetryczny ma w przestrzeni kartezjanskiej tylko 3 niezalezne skladowe
niediagonalne: A, = —A,,, 4, =—A4,, A, =—A,, bowiem na podstawie (27b) skta-
dowe diagonalne znikajg. W postaci macicrzowe]j zapisujemy tensor antysymetryczny

nastepujaco:

0 Axy Ax: -
(A=t -4, 0 A4_]. (27}
—Ay —A4,, 0

4.3. MnozZenie tensorow

Jesli wszystkie skladowe tensora 7;; pomnoZymy przez pewien skalar s, to otrzymamy
nowy tensor s7;; tej samej rangi. ‘ .

Mnozymy dwa tensory przez siebie, mnozac odpowiednie skladowe poszczegdlnych
tensorow. Przy mnozeniu tensoréw nie obowiazujg te ograniczenia, ktére nalezy uwzgled-
ni¢ przy dodawaniu tensorow. Mozna mnozy¢ przez siebie dowolna liczbg tenseréow o réz-
nych rangach, w wyniku czego otrzymujemy tensory wyzszej rangi. Na przyklad, mnozac
wektor (4;) przez wektor (B)), otrzymamy tensor drugiej rangi:

T,;=A4,;B;. (28)

Podobnie tensor trzeciej rangi mozemy otrzymac przez mnozenie tensora drugiej rangi 7;;
i tensora pierwszej rangi 7Ty:
Ljp=T1; T #T; Ty. : (282)

Mnozenie tensordw, w wyniku ktorego otrzymujemy nowy tensor z réznymi wskaznikami
wolnymi (tak jak w (28) tub (28a)), nazywamy mnoZeniem zewnetrznym tensorow. Ogdlnic
tensor rangi r mnozymy zewnefrznie przez tensor rangi s, mnozac parami wszystkie sklado-
we pierwszego tensora przez wszystkie sktadowe drugiego tensora. W wyniku otrzymujemy
NOWY tensor rangi r+s:

TEOTE s . . (28b)

4.4. Zwezenie (kontrakcja) tensorow

W rachunku tensorowym stosujemy czesto operacje zwana zwezeniem tensora lub jego
kontrakcja, w wyniku ktdérej otrzymuje sie nowy tensor o randze dwukrotnie niZszej
(obnizenie rangi tensora). Operacja zweZenia tensora ma charakter specyficznie tensorowy
(nie ma odpowiednika w dziataniach arytmetycznych takich jak dodawanie, mnozenie)
i polega na przyréwnaniu dwéch wolnych wskaznikéw tensora, ktére staja si¢ wskazni-
kami zwigzanymi, czyli sumacyjnymi. Inaczej méwiac, kontrakcja tensora polega na su-
mowaniu wzgledem obranej pary wskaznikéw. Jesli np. w tensorze trzeciej rangi, 1y,
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wykonamy sumowanie po wskaznikach j oraz &, otrzymamy w rezultacie tensor pierwszej
rangi T;=T;;;. A wicc widzimy, Zze wektor lub tensor pierwszej rangi 7; mozna otrzymac
z tensora trzeciej rangi T; i przez kontrakcje wzgledem wskaznikow j.oraz k. W ten spo-
sob widzimy, ze dzieki kontrakcji tensora drugiej rangi T;; wzgledem wskaznikéw i oraz
jrotrzymujemy tensor zerowej rangi, czyli skalar. W przypadku tensoréw wyzszej rangi
mozemy dokonaé kontrakeji kilkakrotnie. Gdy w tensorze dowolnej n-tej rangi dokonamy
p-krotnej kontrakcji po parach wskaznikow, wtedy otrzymamy w rezultacie nowy tensor,
ktorego ranga bedzie pomniejszona o 2p:

. . . _ .
T(n) kontrakcja p kro&n&)T(M P .

Twierdzenie to mozZna latwo sprawdzi¢, jesli postuzymy si¢ prawami transformacji
ortogonalnych skfadowych tensora n-tej rangi:

T;'i...inzchm...cinocn Tal...an: (29)
ch ...anzcal i1 ... szn in Ti1 verin

Obecnie mozemy podaé $cista definicje tensora n-tej rangi w przestrzeni d-wymiarowej,
przez ktéry rozumiemy ukiad 4" sktadowych 7, ,, (¢,=1, 2, 3, ..., d) przyporzadkowany
kértezjaﬁskim uktadom wspélrzednych* w ten sposdb, Ze przy przejéciu od jednego uktadu
do innego transformuja si¢ one zgodnie z prawami (29).

4.{5. Kontrakcje iloczynu tensorow

Jesli przypomnimy sobie wihasnoséci symetrycznego tensora jednostkowego Kroneckera
J;;. zapisanego W postaci macierzowej przez (20), to tatwo za.uwazyc 7e proces.zwezania
tensora (czyli przyréwnywanie i sumowanie dwoch Wskaznlkow) mozemy traktowaé jako
mnozZenie tensora przez tensor jednostkowy d;;, czyli mozemy napisac:

T,;6; =T,; {skalar), ]

Kt | \
l_]kéjk . l]] (We Or) 1& (30)
Tinadu =T (tensor drugiej rangi), 1|

j-r]klé Okl_ iijj (Skalar)

Procesy zwezania przeprowadzamy nie tylko na tensorach, ale réwniez na iloczynach
dowolnych tensoréw. Na przykiad, wezmy pod uwagg tensor drugiej rangi T;; oraz tensor
trzeciej rangi Tj,,; iloczyn tych tensoréw T;; ;T jest tensorem piatej rangi. Jesli teraz
wykonamy kontrakcje wzgledem dowolnej pary wskaznikéw, np. j oraz m, otrzymamy
w rezultacie tensor rangi trzeciej:

T T 9= Tt Traj = Tia - (31)

.. * Przy definiowaniu tensoréw w krzywoliniowych ukladach wspolrzednych nalezy rozrozniac
tensory kowariantne i kontrawariantne, podlegajace roéznym prawom transformacji., My stosujemy
i stosowac bedziemy dalej tylko prostokatne uklady kartezjanskie, w ktorych znika réznica migdzy
tensorami kowariantnymi i kontrawariantnymi. Tensory transformujace sie zgodme z prawaml 29
liniowych transformacji ortogonalnych nazywamy tensorami kartezjanskimi.
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Dokonany tutaj proces nazywamy kontrakcjq iloczynu tensoréw T;;oraz Ty, po wskaZni-
kach j oraz m.

W ogdlnym przypadku, gdy mamy iloczyn tensora rangi r przez tensor rangi s, T ")T("
=T i Tk, x> wtedy w wyniku jednokrotnej kontrakcji po dowolnej parze wskaznikéw
otrzymamy nowy tensor rangi r+s—2. W ogdlnosci tensor o randze r+ s daje po p kontr-
akcjach nowy tensor o randze r 45— 2p:

T konuakeja p-krotna p(r+s=2p)

MnozZenie typu (31), polegajace na polaczeniu mnozenia zewnegtrznego tensordow
1 kontrakcji, nazywamy niekiedy mnozZeniem wewnetrznym tensoréw.

4.6. Slad tensora

Dzigki jednokrotnej, dwukrotnej etc. kontrakcji tensora danej rangi mozemy otrzymadé
jego niezmienniki, czyli slady tensora (sume¢ elementow gléwnej przekatnej macnerzy
kwadratowej nazywamy jej slademy:

TI’( 1) 7wij‘sij u: (32)

Tr( jkl) u“a etc.

W szczegdlnoscei $lad tensora jednostkowego Kroneckera wynosi 3:

Tr(6,)=0,;0,,=8,=01,+08,,+033=3. (32a)

ij ‘.I

Zwréémy tutaj uwage na jeszceze jedng wlasno$é tensora jednostkowego, ktdra nazy-
wamy wlasnoscig zastepowania wskaznikow:

T,6y;=T1;, T;0p=Ty,
l]kékl ul> ’ (32b)
0;;0,, =0y, etc.

a wigc w wyniku mnozenia 7; przez d;; wskaznik i zostaje zastapiony przez .
Tensor symetryczny drugiej rangi (272) mozna przedstawi¢ w postaci sumy:

S,;=K;+D; (32¢)

ij>

gdzie
KU Z%Skk‘éij (32d}

jest tensorem kulistym czyli izotropowym, wyrazajacym si¢ przez $lad tensora symettycz-
nego Sy, =Tr(S,,) oraz tensor jednostkowy d;;, natomiast tensor
Dij:Sij—%?Skkéij (326)

nazywamy dewiatorem czyli tensorem anizotropowym. Latwo si¢ przekonad, Ze $lad tensora
anizotropowego znika:

Tr(D;;)=D;=0, , (32)
poniewaz Tr(d,;)=4;,=3.
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4.7. Symetryzacja (mieszanie) tensoréw

Poprzednio pokazalismy, ze symetryczna cz¢sS¢ tensora drugiej rangi T, ; daje sie zapisaé:
W postaci (27a), a wigc jako $rednia arytmetyczna tensoréw T;; oraz T; powstajacych:
w wyniku dwéch mozliwych przestawien wskaznikow i oraz J. Operacje symetryzacji
mozna rozszerzy¢ na tensor dowolnej rangi wzgledem wszystkich wskaznikéw lub tylko
wzgledem pewnej dowolnie wybranej liczby wskaznikSw. Jegli checemy symetryzowaé:
tensor wzgledem wskaznikéw o liczbie s, to dokonujemy na tych wskaznikach s! mozli--
wych przestawienn i bierzemy $rednia arytmetyczng wszystkich s! otrzymanych w ten
5posob tensor6éw. Jesli wskazniki tensora podlegajace symetryzacji tworzg zwarta grupe,
to wynik symetryzacji oznaczamy w okragltym nawiasie, np. (fjk). Jesli tak nie jest, wtedy-
mozemy uzy¢ oznaczenia (symbolu) (jj ]kl [m), w kiérym wskazniki miedzy pionowymi’
kreskami nie podlegaja operacji symetryzacii. Oczywiscie w przypadku trywialoym s=1
symetryzacja nie zmienia danego tensora, przestawienie jest bowiem tylko jedno — toz--
samosciowe. W przypadku s=2 dla tensora drugiej rangi symetryzacja okreslona jest przez.
(27a), natomiast w przypadku tensora trzeciej rangi T; ik Symetryzacja wzgledem wskaZznikow

J orazlk jest okreslona przez

Ty =3 T+ Tig) - (33

Jesli tensor trzeciej rangi bedziemy symetryzowaé wzgledem wszystkich s=3 wskaz-
nikéw, to bedziemy mieli 3!=6 mozliwych przestawied wskaznikéw i zamiast (33y
otrzymamy:

iy =% (Lp+ Tpa+ T+ Tia+ T+ Thj) - (33a):

Analogicznie przeprowadzamy symetryzacje przy dowolnej liczbie wskaznikdw, otrzy-
mujac oczywiscie w wyniku tensor symetryczny wzgledem tych wskaznikéw, ktére uczest-
viczyly w procesie symetryzacii.

Tensor nazywamy calkowicie symetrycznym lub symetrycznym wzgledem pewnej liczby
wskaznikow, jesli si¢ nie zmienia przy przestawieniu jego wskaznikow.

4.8. Antysymetryzacja (alternacja) tensoréw

W przypadku tensora drugiej rangi 7;; wynik antysymetryzacji (uskosniania) okreslony
jest przez (27b). Aby przeprowadzié antysymetryzacje tensora wzgledem dowolnej liczby s
Jego wskaznikéw, postgpujemy w nastgpujacy sposéb: dokonujemy na tych wskaznikach s!
wszystkich mozliwych przestawien, z tym ze przy parzystych przestawieniach (cyklicznych)-
nie zmieniamy znaku tensoréw, natomiast przy przestawieniach nieparzystych zmieniamy
znak na przeciwny. Ostatecznie bierzemy $rednia arytmetyczna wszystkich otrzymanych
W ten sposob s! tensoréw. Zwykle wskazniki biorace udzial w antysymetryzacji ujmuje sic
w nawiasy kwadratowe. Dla s=3 antysymetryzacja tensora trzeciej rangi 7T; i, daje:

T =6 T+ Tyt Ty — Tig— T ji— Tiy,) - (34)

Tensor nazywamy antysymetrycznym (skosnie symetrycznym) wzgledem pewnych
wskainikow, jezeli zmienia znak przy przestawieniu dowolnych dwéch sposréd tych wskas-
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nikéw (a wige zmienia znak przy dowolnym nieparzystym przestawieniu tych wskaznikow,
ale zachowuje znak przy ich parzystym przestaw1en1u) Zgodme z tym mamy dla anty-
symetrycznego tensora druglej rangi:

-oraz trzeciej rangi:
Aijk:_Ajiszjki:_AkjizAkij=—"Aikj' (343)

- Latwo sig przekonac ze $lad tensora antysymetrycznego drugiej rangi znika:
TY(A A;;6;;=A4;=0, (35)

. wiec w tensorze antysymetrycznym nie wystgpuja elementy potozone na 0%ownej przekatnej
macierzy, jak widac z (27e). :

Tensory mozna rozdzieli¢ na czgé¢ symetryczng i antysymetrycznac, np. dla tensora dru-
giej rangi mamy:
B Ty=Sy+4y=Top+Tun- (36)

Podobnie mozna pokazaé, ze tensor trzeciej rangi wyraza sie nastgpujaco:

Tje= T+ Tria+ 3 Toime+ Ton) +5 T — Teiiy) - (37)

4.9. Antysymetryczny tensor jednostkowy

. Antysymetrycznym tensorem Jednostkowym trzecie] rangi nazywa si¢ taki tensor &
{zwany réwniez tensorem Levi-Civita albo Ricci), ktdrego sktadowe zmieniaja znak przy
przestawieniu dwéch dowolnych wskaznikéw, przy czym rézne od zera elementy sg rowne
+1. Z antysymetrycznoéci tensora &, wynika, Ze wszystkie jego elementy. w ktorych
dwa wskazniki si¢ powtarzaja, sa réwne zeru, tj.

’ ’ , 8ijk5jk=8ijj=0, etc.

A wiec rézne od zera pozostaja tylko te elementy, ktére maja wszystkie wskazniki rézne
i#j#k. Jesli sie przyjmie w tréjwymiarowej przestrzeni kartezjanskiej é,.=+1, to
wszystkie niezerowe elementy tensora ¢;;, beda réwne +1 lub —1 zaleznie od tego, czy ciag
wskaznikow 7, j, k jest parzysta czy nieparzysta permutacjg ciggu x, y, z.- A wigc mozenmy na-
pisac:
+1, jesli i, j, k sa rézne 1 stanowig parzysta

permutacje ciagu x, y, z,

g=1—1, jesli i, j, k sa rozne i stanowia niepa- (38)
rzysta permutacje ciagu x, y, Z,

0, jesli cho¢ dwa wskazniki sposréd i, j, k
sa sobie réwne.

 Z definicji tej wynika, iz nieznikajace elementy tensora &;;; 5a rowne:

Eryr =Eprx =Eryy = 1 By T By =8y = —1 (38a)

xXyz yzx



Antysymetryczny tensor ¢;, jest pseudotensorem, gdyz transformuje si¢ podobnie jak.
wektor osiowy, natomiast symetryczny tensor Kroneckera J;; transformuje sie jak wektor
biegunowy.

Hoczyn dwdch antysymetrycznych tensorow &;; i e,,, mozna wyrazi¢ przez liniowa kom--
binacje symetrycznych tensoréw Kroneckera:

gijk Etmn = oil 5jm (Skn + 5:’»1 5jn ()kl + Oin Ojl 0km - ail bjn 5km - (Sir;z 5jl 5kn - 51’11 5jm 5kl =

(Sil 5}‘1 5kl }
=10, 6. Ol .
im jm km
s s | 39)-
Oin ()jn 5kn \‘ ( g

Przeprowadzajgc tutaj kontrakcje wzgledem wskaznikéw i oraz / (albo mnozac obu-
stronnie przez d;;). otrzymujemy wazna tozsamos$é na jednokrotnie zwgzony iloczyn pseudo--
tensoréw jednostkowych:

&1k Bimn = Oy Oy — O 1y O » (39a}
Stosujgc znowu kontrakcje wzgledem wskaznikéw J oraz m (lub mnozgc obustronnie:
przez d;,), otrzymujemy na dwukrotnie zwezony iloczyn:
€k 8ijn= 20475 (39b).
a stad znajdujemy, wykonujac trzecig kontrakcje wzgledem wskaznikéw ki n:
EijkEijk="0. (39¢)-

Za pomoca tensora antysymetrycznego je mozemy iloczyn wektorowy (8) zapisaé
nastgpujaco: ' ) :
Y Ci=(AxB)=¢,;, 4,8, (40)
albo w postaci: S
Ci=1¢,;(A; B, — A, B)). (40a)-

Latwo teraz sprawdzi¢, ze iloczyn wektorowy transformuje sie jak pseudowektor, czyli
wektor osiowy. ‘ ‘ '
Podobnie iloczyn mieszany (9) (ktdry jest pseudoskalarem), zapisujemy w postact:

(4% B)-C=2,, 4,B,C,. (40b)

5. ANALIZA WEKTOROWA 1 TENSOROWA

5.1. Pola fizyczne

Jezeli kazdemu punktowi danego obszaru przestrzennego przyporzadkowana jest
pewna wartos¢ okreslonej wielkosci fizycznej, to méwimy, ze punkty te i odpowiadajace
im wielkosci tworzg pole Jizyczne. Rozrézniamy pola skalarne, wektorowe lub tensorowe
zaleznie od tego, czy kazdemu punktowi pewnego obszaru przyporzadkowujemy wielkogé:
skalarna, wektorowa czy tez tensorowa. Na przyktad z polem skalarnym mamy do czynie-
nia, gdy w danej chwili badamy rozklad tei’nperatu-ry Iub gestosci w danym ciele albo roz--
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Stad wynika, Ze wektory grad ¢ 1 dr sg do siebie prostopadie. Poniewaz wektor dr jest sty-
czny do powierzchni ekwiskalarnej w danym punkcie P(x;), przeto wektor grad ¢ jest
prostopadly (normalny) do powierzchni ekwiskalarnej. Wektor grad ¢ wskazuje kierunek
najszybszego wzrostu wartosci funkcji ¢ w danym punkcie pola skalarnego, przy czym
ma zwrot skierowany od powierzchni ekwiskalarnej o mniejszej wartosci do powierzchni
o wiekszej wartosci. Linie prostopadie do powierzchni ekwiskalarnych nazywamy liniami

pola. Styczne do linii pola maja w kazdym punkcie kierunek gradientu w tym punkcie. ‘

5.3. Dywergencja i rotacja

Gdy w pewnym obszarze V przestrzeni mozemy kazdemu punktowi przyporzadkowaé
pewien wektor A, bedacy funkcja wspotrzednych x;, wéwczas obszar V' wraz z A(x;) jest
polem wektorowym. Przez dywergencje wektora A rozumiemy iloczyn skalarny operatora
wektorowego V 1 wektora A:

04; CA, 0A, 04,

diVAEV‘A=77—=_‘,__+

+——. 43
ox; Ox dy Oz (43)

Gdy v oznacza predkosé przeptywu gazu lub cieczy o gestosci p, wtedy wektor A= pv
przedstawia gestos¢ przeplywu.
Réwnanie
0
Ved=_—2 (44)
ot
nazywanmy réwnaniem cigglosci, ktére w przypadku cieczy nieécisliwej ma postac:

V-4=0, (44a)
. cp
poniewaz —=0.
ct
Tloczyn wektorowy operatora wektorowego V oraz dowolnego wektora A nazywamy
rotacjq wektora A:
X0 0 g0
rotA=V-A=Vx Vy Vzi . (45)
A, A, A

W zapisie tensorowym sktadowe rotacji wektora A mozemy zapisa¢ na podstawie (40):

(V- A);=g; V; A, (45a)

5.4. Stosowanie operatora V

Niech f=f(x;) oraz g=g(x;) beda funkcjami skalarnymi, natomiast A=A(x;) oraz
B=B(x;) funkcjami wektorowymi. Stosujac do tych funkeji operator wektorowy V, otrzy-
mujemy na podstawie regul o rézniczkowaniu:

V(f+9)=Vf£Vy,
V- (4+B)=V-A+V'B, (46a)
VXx(A+B)=VXAEXVXB,
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Stosujgc operator V do iloczynu dwéch funkcji otrzymujemy:

Vig=gVf+fVg,
V- fA=Vf-A+fV- 4, (46b)
VX(fA)=Vfx A+fVx A,
i podobnie dla iloczyndw skalarnego i wektorowego:
V(A4'B)=B-VA+A-VB+Ax(VxB)+Bx(VxA),
V (AxB)=B-(VxA)—A-(VxB), } (46¢c)
Vx(A><B)=B~VA—A-(VB)+B(V-A)—A(V-B).

Na podstawie twierdzenia o rézniczkowaniu funkcji ztozonej f (p), gdzie p=p(x,).
mamy: ‘

df
Vi(p)=-=Vgp. (47)
dy
Przyklady dla promienia wodzacego
r=xr+y°r,+ =,
ktorego warto$¢ bezwzgledna wynosi:
r=rl=Nr2riZ 42,

gdzie r®=r/r, jest wektorem jednostkowym w kierunku r.

Aby obliczyc¢ gradient », stosujemy prawo (47) dlaf (r)=r= \/(;, gdzie p=r’+ ry2 + ijf =r2
Mamy:

—»»~=—-l~(p %:,,,_’ Vo=2r,
r
zatem

r '
gradr=Vr=—=r°, (472)
r

Dla dowolnej funkcji /' (¥) mozemy napisa¢ na podstawie (47) i (47a) ogdlnie:

gradf(r)z(i;{ Vr=~[—cg r°. (43)

Dla f(r)=r" otrzymujemy na podstawie (48):
Vi=nr 4P =n" 2 (4821)

W podobny sposéb obliczamy dla £ (#)=r"" (r#£0):

1 '
V(">: —nr 0= T (48b)
¥
W szczegdlnosei dla n=1 znajdujemy stad
1 r° r
Vi—l=——=——, 48c
()i wn
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Gradient iloczynu skalarnego wektora A i promienia wodzacego # wynosi:

grad(4-r)=V{4:r)=4. (48d)

Dla dywergencji i rotacji promienia wodzacego otrzymujemy:
divi=V-r=3, (48¢)
rotr=Vxr=0, (481)
divr0=_V'r0=%5 (48g)
div(Axr)=A4-(Axr)=0, ‘ (48h)
rot(Axr)=Ax(Axr)=24. (481)

Uwaga: Jedli punkt P, jest poczatkiem promienia wodzacego , za$§ punkt P jest jego
konacem, to przy stosowaniu operatora V nalezy zaznaczy¢, wzgledem ktdrego punktu
ré¥niczkujemy (. ktéry punkt si¢ zmienia, a ktory jest staly). Oczywiste jes't, 7e obie
operacje beda si¢ rozni¢ znakiem:

Vef(r)=—Vp fr)=——1". | 49

d
dr

W szezegdlnosei dla f (r) =r otrzymujemy stad

Vpr=—Vp, 1~%i‘°, (492)

co oznacza. ze grad r jest wektorem jednostkowym o zwrocie od P, do P, gdy punkt P
sie zmienia, natomiast o zwrocie przeciwnym, gdy punkt P, sie zmienia.

5,5, Wielokrotne stosowanie operatora V

Jeshi do funkeji skalarnej ¢ (x;) zastosujemy dwukrotnie operator V, to otrzymamy wicl-
ko8¢ YV, ktéra transformuje sig jak symetryczny tensor drugiej rangi:

o
Ox;0x;
Zwezajac tutaj wzgledem wskaznikéw i oraz j, czyli dziatajac tensorem jednostkowym Sij-
otrzymujemy dywergencje gradientu:
éijViVjgoniViw:V-V(/):divgradg&a (50a)

floczyn skalarny dwdch operatorow V jest operatorem skalarnym zwanym. operatorem
Laplace’a lub krétko laplasjanem. Oznaczamy go symbolem V? lub A, przy czym mamy
wobec definicji (42a):

82 52
A:V'V::‘fi‘*';*é_{'
x> &y

(w8}
¥

(50b)

7

[P R
N

Poniewaz laplasjan jest operatorem skalarnym, mozemy g0 stosowaé nie tylko.do funk-
cii skalarnych. ale i wektorowych, otrzymujac w wyniku nowy wektor:
3P4 A 04

TR 50
oyt ez (50¢)

AA
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Uwzgledniajac definicje (42a) i (45), mozna latwo udowodnié tozsamosé: ,
rot grad p=VxVp=0. (3D
Stad wynika, ze jesli dla jakiego$§ wektora 4 mamy: :
rot4=VxA4=0, (51a)
to wektor ten jest gradientem jakiej$ funkcji skalarnej ¢, czyli
A=grad p=Vegp. (51b)
W takim przypadku méwimy, ze pole wektora A4 jest bezwirowe.
Niektdre pola wektorowe w fizyce wiazemy z ich potencjalem za pomoca réwnania
(51b) (np. pole predkosci v=grad ¢ potencjalnego ruchu cieczy w hydrodynamice, skalar ¢

nazywanty wtedy potencjatem predkosci). W innych przypadkach korzystniej jest wyrazié
pole wektorowe przez ujemny gradient potencjatu:

A=—grad p=—Vop. (5ic)

W takich przypadkach wektor 4 ma kierunck najwigkszego spadku potencjatu ¢.

Na przyktad w elektrostatyce stosujemy (51c), kiedy wektorowi 4 odpowiada wektor E

natezenia pola elektrycznego, za$ funkcji skalarnej ¢ potencjat ¢, ladunkéw elektrycz-
nych:

E=—grad ¢,. (51d)

Gdy wektor A4 przedstawia pole sit statycznych:
F(x)=—gradU(x), (5le}

wtedy wielkos¢ skalarng U(x;) nazywamy energiq potencialng w punkcie P(x;).
Mamy rowniez tozsamos$¢ nastgpujaca:

divrotA=V-(Vx 4)=0, (52)
z ktdrej wynika, ze jeli dla jakiego$ wektora B mamy:
divB=V-B=0, (52a)
to wektor
B=rotA=VxA. (52b)

Pole wektorowe B, ktérego dywergencja znika, nazywamy polem bezzrédlowym (wektor
B nazywamy nieraz wektorowym potencjalem wektora 4). W takim polu potencjalnym
spefnione jest réwnanie Laplace’a:
Ap=div grad ¢=0, (53)
ktére wobec (50) mozna réwniez zapisaé tensorowo:
ViVie=06;;V;V,; p=0. (53a)
PrRzYKLADY: Aby obliczy¢ laplasjan funkcji f(r), korzystamy z wyrazen (46b), (48)

i (48f) i otrzymujemy w ogdlnosci (r#0):

afry=> Y 2

T 54)
rodr dr?’ (34)
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a stad mamy w szczegdolnosci:
A=n(n+1)r""2, (54a)
At =n(n—1yr "2, | (54b)
Z wyrazenia (54b) dla n=1 znajdujemy réwnanie Laplace’a:
Iy
dla potencjatu p=1/r. A
Mamy réwniez dla r#0:

2 2 df(r) &)
A{f(r) =4~ 2 f(+— e
)= =5 a0+ 2 G2, (s4)
Dla dywergencji funkcji radialnej mamy w ogdlnoéci:
. 2 d,
div {11} =2 f(r) +L (55)
F dr
skad znajdujemy w szczegdlnosei:
div(# ) =(n+2)r" 1, (55a)
rO
div (7,): —(n=2)r7""1, (55b)
-

Dla n=2 otrzymujemy:’z (55b):

#° ¥
div (—i):div (—;):0. (55¢)
7 r :
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