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‘Opracowano teorie wspolczynnikow wirialnych rozpraszania $§wiatla w ga-
zach rzeczywistych i ich mieszaninach. Konkretne obliczenia ograniczono do pierw-
szych dwdéch wspoélczynnikéw wirialnych, kiére rozdzielono na cze$é izotropowsa
i czeé¢ anizotropows. Drugi wspélezynnik wirialny wynikajacy z oddzialywan
miedzy parami drobin dyskutowany jest dla przypadku drobin kulistych oraz
drobin anizotropowych, posiadajacych trwaly elektryczny moment dipolowy lub
kwadrupolowy. .Otrzymane dla tych przypadkéw wyniki wskazujg, Ze roz-
praszanle Swiatla w gazach rzeczywistych zalezy nie tylko od miedzydrobino-
wych sil centralnych, ale w duzej mierze od sit niecentralnych, jakie wystepuja
miedzy drobinami dipolowymi lub kwadrupolowymi. W ten sposéb do$wiadczalne
i teoretyczme badania drugiego wspbiczynnika wirialnego rozpraszania $wiatla
dostarcza nam nowych informacji o sitach wzajemnego oddzialywania miedzy dro-
binami. Przedyskutowano réwniez klasyczng teorie sil tensorowych wystepujacych
przy wzajemnym 6ddziaelywani'u migdzy dwoma réinymi ukladami elektrycznymi,
ktére posiadaja w ogélnosei momenty multipolowe (monopol, dipol, kwadrupol itp.)
i anizotropows polaryzowalnosé. Wyprowadzone w itym przypadku 0g6lne wyra-"
zenia na elektrostatyczng i indukeyjng energie tensorowego oddzialywania zastoso-
wano w szczegélnosci do ukladéw elektrycznych osiowo-symetrycznych.

1. WSTEP

Jedng z najwazniejszych metod badania sit miedzydrobinowych jest
pomiar w do$wiadczeniu odstepstw gazow rzeczywistych od réwnania
stanu gazu doskonatego. W 1873 roku Van der Waals wyprowadzil
nastepujace réwnanie stanu gazéw rzeczywistych

(p+§;) (V—b)=RT, (L.1)

* Praca referowana na posiedzeniu 'Komisji Matematyczno-Przyrodniczej
. PTPN w dniu 30 X 1962.



52 S. Kielich [254]

w ktéorym ciénienie p, objeto$¢ molowa V i temperatura w skali bez-
wzglednej T sg parametrami stanu, R jest stalg gazows, natomiast a i b
sg pewnymi stalymi charakteryzujacymi indywidualne wlasnosSci gazéw.
- Do opisu stanu gazu rzeczywistego stosuje sie najczesciej réwnanie

B* C* »
V=A*+—+ ..., .
p v T (1.2)

ktore jest rozwinieciem funkeji pV wedlug odwrotnych poteg objetosei
molowej V. Powyisze rownanie zaproponowal Kamerlingh Onnes
[1] nazywajac wspblezynniki jego rozwiniecia A*, B*, C*,..., wspdlczyn-
nikami wirialnymi (lub wirialu), A* — pierwszym, B* — drugim, C* —
trzecim itd. Wspoélezynniki wirialne zaleza od temperatury i warbosei ich
wyznacza sie za pomocg doswiadczenia.

Pierwszy wspolczynnik wirialny spelnia nastepujgcy warunek gra-
niczny: ‘
A*=Tim (pV)=RT, (1.3)

V>0 :

a wiec, jak widzimy, okrela réwnanie stanu gazu doskonatego. Pozostale
wspblezynniki wirialne stanowig miare odstepstwa gazéw rzeczywistych
od réwnania stanu gazu doskonabego. W obszarze umiarkowanych ci$nien
drugi wspdlczynnik wirialny B* okre$la majbardziej istotne odstepstwo
od (1.3); dalsze wspdtczynniki wirialne maja male znaczenie i odgrywajs
powazniejszg Tole tylko w przypadkach gazéw poddanych wysokim cis-
nieniom, . '

Wobec (1.3) mozemy réwnanie Kamerlingh Onnesa napisaé w'.postaci

B C )

V=RT|{14=+—+... 14
V=K (1450 1.4

gdzie
B*=RTB, C*=RTC,... .

Z pordéwnania réwnan (1.1) i (1.4) otrzymujemy zwigzek

BT)=b——,
RT
miedzy drugim wspélczynnikiem wirialnym B(T) a stalymi @ i b z réw-
nania Van der Waalsa. W oparciu o kinetyczng teorig¢ gazoéw Van der
Waals wykazal, ze stala b rowna sie czterokrotnej objetosci wiasnej
drobin jednoatomowych natomiast stala a zwigzana jest z sitami wzajem-
nego oddziatywania miedzy drobinami gazu.
Roéwnanie stanu gazu rzeczywistego w postaci (1.4) stosuje sie rowniez
do mieszaniny gazoéw, jednak w tym przypadku wspolczynniki wirialne
B i C wyrazaja sie nastepujaco:
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By = inxg (”) (1.5)
Cm= 2 x,xjxk cairl (1.6)
ijk

gdzie x; jest ulamkiem molowym i-tego skladnika za$ sumowanie roz-
cigga sig po wszystkich skladnikach mieszaniny. B i Ct g3 oczywiscie
wspdlezynnikami wirialnymi czystych skladnikéw.

W klasycznej mechanice statystycznej wspétezynniki wirialne majg
nastepujacy sens fizyczny: pierwszy wspélczynnik wirialny odpowiada
niewystepowaniu oddzialywan miedzy drobinami gazu (drobiny swobo-
dne), drugi — uwzglednia oddziatywanie drobin parami (dwéjkowe od-
dziatywanie), pozostale — zawierajg trojkowe, czworkowe, itd. oddzia-
tywania drobin. A wiec odchylenia w zachowaniu sie gazu rzeczywistego
od zachowania sie gazu doskonatego sg przede wszystkim wynikiem od-
- dziatywan miedzydrobinowych. Wielkosé tych oddziatywan mozna obli-
czy¢ za pomocg metod mechaniki statystycznej i odpowiednio dobranego
modelu molekularnego. 'W obszarze umiarkowanych ciénien wystarcza
" uwzglednienie tylko oddzialywania pomiedzy parami drobin zawartego
w drugim wspotezynniku wirialnym [2] :

uu(rpq, “p,%q)
B(ia)__gb;fff{ 1} drpgdedeg, 1.7

gdzie u;;(rpq, wp, ) 0znacza catkowity energie potencjalng wzajemnego
oddzialywania miedzy p-tg drobing rodzaju i a q-ta drobina rodzaju j,
Tpq — odlegto§¢ miedzy ich $rodkami, £2= f do, — catkowanie po
zmiennych wj, okreélajacych orientacje drobiny p.

‘W og6lnosci catkowita energia potencjalna ui; sklada sie z czesci za-
leznej tylko od wzajemnej odleglosci miedzy drobinami oraz czesci za-
leznej ponadto od orientacji drobin, jesli sg one niekuliste. Mamy wiec

U5 = Uij (Ppg) + 35 (Tpq , p , ), (1.8)

gdzie ui;(rpq) jest energiy zwigzang z istnieniem samych sit centralnych,
zas viy(rpq, wp, wq) jest enevglq wywolang przez sity mniecentralne (tenso-
rowe).

Jesli w szczegdlnosei, miedzy drobinami gazu wystepuja tylko sity
centralne, co ma miejsce w przypadku drobin kulistych, wowczas (1.7)
redukuje sie do postaci {3]:

_ %5 "pg)
BW = 9aN f { kT —1}r;q Arpq (1.9
0
Konkretne obliczenie B#) =~ moze byé wykonane tylko wtedy gdy

znamy prawo, wedlug ktorego sily przyciggania i odpychania sie drobin
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zalezg od ich wzajemnej odleglosci. W przypadku drobin kulistych prawo
takie wyraza sie nastepujacym wzorem Lennarda-Jonesa [3]:

in m
uij(qu)=——T“ny_+T—Z—, m>n, (1.10)
pg  'pq

w ktorym pierwszy czlon jest energia przyciggania za$ drugi — energia
odpychania sie drobin. State A% i 47 oraz wykladniki potegowe n i m
winny mieé takie wartosci, aby drugi wspélczynnik wirialny obliczony
" na podstawie wzoréw (1.5) 1(1.9) znajdowal sie¢ w dobrej zgodnoSci z war-
tosciami B(T) wyznaczonymi do$wiadczalnie. Okazuje sig, ze dla wielu
gazow wystarcza przyjgé n=6 i m=12. W tym przypadku potencjat
Lennarda-Jonesa (1.10) mozna sprowadzi¢ do prostej i wygodnej w sto-

sowaniu postaci [2] : o 112 Y ‘
Uy (Ppg)= 4815 {(-J—} — (—J—) } . (1.11)
Tpq Tpq

Parametry &; i o;; maja wymiar energii i dlugosci i sa stalymi zaleznymi
od rodzaju oddzialujacych ze sobg drobin. Nazywa sie je stalymi sit

Ufrii)

[ G 2%,

Rys. 1. Przebieg energii potencjalnej w zaleinosci od odlegtosci Ty

miedzy drobinami rodzaju ¢ oraz j. €y i 0;; 58 statymi sil réwnania

Lennarda-Jonnesa (1.11). Gdy rij> 1T przewazaja sily przyciggania,

za§ gdy T3 dominuja sity odpychania sig drobim. Przy ry;=0;; ener-

gia potencjalna réwnma sig zeru, wobec czego 0y, jest odlegloécig naj-
wiekszego zblizenia sie dwdéch drobin

Lennarda-Jonesa. Stala oy jest odleglo$cia miedzy drobinami, przy ktoérej
w45 (rpg) =0, to znaczy, gdy sity przyciggania i odpychania sie drobin réw-
nowaza sie (patrz rys. 1). Stala ¢; oznacza minimalng warto$é energii
potencjalnej jaka otrzymuje si¢ dla odleglo$ci miedzy drobinami réwnej

O'ijf/g.
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Stale sit o5 i &; dla dwoch drobin réznego rodzaju mozna wyrazié
przez stale sit drobin jednego rodzaju nastepujacymi zw1qzkam1 empi-
rycznymi [2] 1
Uij=—2—(0ﬁ+0ﬁ). e3=1V eu e, (L.12)

gdzie indeksy ii oraz jj odnoszg sie do dwéch drobin rodzaju i lub j

Z powyzszych rozwazah widzimy, ze istotnie obserwowane w doswiad-
czeniu odstepstwa gazéw rzeczywistych od prawa gazu doskonalego, sta-
nowig wazng metode badania rodzaju i wielkosci sit miedzydrobinowych.
Metoda ta jest jednak stosunkowo prosta tylko w przypadku, gdy badane
gazy zlozone sy z drobin kulistych, to znaczy kiedy wystarczy stosowaé
potencjat Lennarda-Jonesa. Zagadnienie komplikuje sie znacznie gdy dro-
biny gazu nie s3 kuliste i posiadaja zlozona budowe. W takich przypad-
kach zamiast (1.9) nalezy obliczy¢ drugi wspétezynnik wirialny okreslony
przez (1.7). Obliczenia te wymagaja stosowania energii potencjalnej (1.8)
zawierajgcej oproéczui(rpg) dodatkowy sktadnik odpowiadajacy sitom przy-
<iggania, ktére w og6lnodci sg zlozonymi funkcjami katéw opisujacych
wzajemng orientacje drobin.

Rozrézniamy trzy rodzaje sit wza]emnego przyciggania sie drobm
zwanych sitami Van der Waalsa; elektrostatyczne (orientacyjne), induk-
cyjne i dyspersyjne. Wedlug K eesoma [4] sily elektrostatyczne dzia-
tajg pomiedzy trwaltymi dipolami lub kwadrupolami drobinowymi, przy
czym wartos¢ ich zalezy '»m'iezd'z‘y innymi od wzajemnej orientacji osi
przyciagajacych sie drobin. Deb ye [5] oraz Falkenha gen [6] zwro-
cili uwage na istnienie indukcyjnego oddzialywania drobin, jakie ma
miejsce w przypadku, gdy trwaly dipol lub kwadrupol jednej drobiny
indukuje dipol elektryczny w drugiej drobinie. Oprocz powyzszych it
elektrostatycznych i indukcyjnych, ktére mozna opisaé ilosciowo za po-
mocy klasycznej elektrodynamiki, mechanika falowa przewiduje ponadto
wystepowanie oddzialtywan przy silnym zblizeniu sie drobin. Jak wyka-
zaly prace Londona [7] i innych [8] teoria tych sit zwigzana jest
" z kwantows teorig dyspersji, wobec czego nazwano je sitami dyspersyj-
nymi. Poniewaz mechanizm dyspersyjnego oddzialywania polega na wza-
jemnym indukowaniu sie szybko zmiennych dipoli lub kwadrupoli elek-
trycznych, przeto sily dyspersyjne maja charakter powszechny i dzialajg
w wiekszym lub mniejszym stopniu pomiedzy wszelkimi ukladami mikro-
skopowymi l(ar'confy, niediplowe drobiny, dipolowe lub kwadrupolowe dro-
biny itp.).

Obliczenia drugiego wspétczynnika Wmalnego dla jednakowych dro-
bin, z uwzglednieniem niecentralnych oddzialywah miedzydrobinowych,
wykonane zostaly przez Stockmayera [9], Rowlinsona [10], Po-
ple’a [11], Buckinghiama i Pople’a [12] oraz innych.
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W ostatnich latach wykorzystano metode wirialnego rozwiniecia do
obliczenia réwniez innych wielkoSci mierzalnych opisujacych wlasnosci
fizyczne gazu Trzeczywistego. Mianowicie Harris i Alder [13],
Buckingham i Pople [14] oraz inni obliczyli drugi wspodteczynnik
wirialny dla molekularnej polaryzacji elektrycznej. Buckingham
opracowat réwniez teorie drugiego wspolczynnika wirialnego dla refrakeji
molekularnej [15] oraz dla molekularnej stalej Kerra [16].

Podobnie z badan odchylenia rozpraszania $wiatla w gazach sprezo-
nych od rozpraszania gazu doskonaltego, mozna wyeciagnaé wnioski o na-
turze 1 wielkosei sit miedzydrobinowych. W tym celu przedstawiono
W niniejszej pracy teorie wspélczynnikéw wirialnych molekularnego roz-
praszania $wiatla w gazach rzeczywistych i ich mieszaninach. W szeze-
golnosei wykonano konkretne obliczenia drugiego wspélczynnika wirial-
nego rozpraszania $wiatla dla kilku modeli utworzonych z drobin kuli-
stych, dipolowych lub kwadrupolowych anizotropowo polaryzowalnych.
Otrzymane dla tych modeli wyniki zawierajg, obok udziatu pochodzacego
od sit centralnego oddzialywania, dalsze przyczynki wynikajace z nie-
centralnych oddzialywan miedzydrobinowych typu dipolowego, kwadru-
polowego lub dyspersyjnego. Teoria nasza obejmuje réwnocze$nie dys-
kusje drugiego wspoétczynnika wirialnego B rownania stanu gazéow rze-
czywistych, poniewaz jest on bezposrednio zwigzany z izotropows czedcig
drugiego wspdlczynnika wirialnego rozpraszania swiatla nastepujacym
weorem: B =—18 a;0;B, (1.13)
gdzie a; jest $rednig polaryzowalnoscig drobiny rodzaju i. Na podstawie
powyzszego zwigzku mozna bedzie poréwnaé¢ dane molekularne uzyskane
z obserwacji przemian gazu rzeczywistego z informacjami, jakie dostar-
czy¢ moga badania rozpraszania $wiatta w gazach rzeczywistych.

2. WSPOLCZYNNIKI WIRIALNE ROZPRASZANIA SWIATEA

Wezmy pod uwage dowolny izotropowy osrodek o objetosci V, na
ktéry pada wigzka liniowo gpolaryzowanego $wiatla o matezeniu I, . Niech
kierunek drgan wektora elektrycznego E w padajgcej fali o dtugosci 1
okreslony jest wektorem jednostkowym e, za§ w $wietle rozproszonym
wektorem jednostkowym n , ktéry jest prostopadly do wektora obserwacji
Ry (Ry-n=0). Natezenie Swiatla rozproszonego, obserwowane w punkcie
odlegtym o Ry>1 od $rodka uktadu rozpraszajacego, dane jest maste-
pujacym réwnaniem [17]

L (&E
" 2

=D )4{5 (e~ 0 Fig+ [3+ (e - 0)2] Fants) , @.1)
45R,
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w ktorym wielkosci Fiz 1 Faniz charakteryzujg izotropowe i anizotro-
powe rozpraszanie $wiatla i okreslone sa wyrazeniami:

) 8Ma [ oMy \* |
Fip= (== (——J) > (2.2)
aEa aEﬂ
* - %*,
Fante=—(3 QM—“(aM“) oM ("’M‘*) ). (2.3)
2 oEs \ 2Ep oE., \oE;

W wyrazeniach tych M, jest u — skladowg momentu dipolowego, ktéry
zostaje indukowany w objetosci V przez pole elektryczne E padajgcej
fali swietlnej za$ symbol ( ) oznacza $rednig statystyczng. wartosé.
Zastosujemy wyrazenia (2.2) i (2.3) do przypadku, kiedy osrodek roz-
praszajacy sktada sie z drobin réznego rodzaju posiadajgcych stala i ani-
zotropows polaryzowalnoé¢ optyczna okreslong tensorem a.s. Je$li po-
nadto rozmiary liniowe drobin sa male w poréwnaniu z dlugodcig fali
Swietlnej 2, woéwczas mozemy napisaé w pierwszym przyblizeniu

Ny
=) JaBE,, (2.9
i p=1
-gdzie N; oznacza liczbe drobin i-tego sktadnika uktadu.
Podstawiajac (2.4) do wyrazen (2.2) i (2.3) otrzymujemy:

Fi= 92<2 Za(pi) a(q9)> 2.5)

p=1q=1
Faniz= <2 2 (sa(fl) a(?:]f) a(lgziz) a<gﬂj))> . (2.6)
Z tj-'p=1q=
N P
gdzie aPd = ga(gg oznacza srednig polaryzowalno$é optyczng p-tej drobiny
i-tego skladnika ukladu.
Postugujac si¢ metodami klasycznej mechaniki statystycznej, mozemy
powyzsze wyrazenia sprowadzi¢ do postaci nastepujacej:

Fo= 91-2 sy {@iouN + xizse2 [ 9% (v, 10— g D) g Pl drpdry), (2.7
J
1
Faniz= 7 {le(3af,2 a % - atgz) fe@)N +

+ 02 %ximjff@a(%) a(%) a(gg)a({?ﬁy))[g(izj)(fpﬂq) g(zl)(rp) (;)‘Tq)]dfpdfq} (2.8)
i

gdzie x;=N;/N jest ulamkiem molowym i-tego skladnika ukladu, N —
catkowita liczbg drobin ukladu oraz ¢=N/V — gestoscig ukladu. Wiel-
kosci gP(rp) 1 g (zp) Tg) sg funkcjami korelacji drobinowych, przy czym
Tp 1 7g sa zmiennymi okreslajgcymi konfiguracje p-tej i g-tej drobiny
ukladu.

¢
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W przypadku gazu rzeczywistego funkcje korelacji g9 (rp) i gi(rp, 7q)
mozna przedstawi¢ nastepujaco [2] :

Qge)=1,

Yij Tpap ®q)

Q2gPlap, Tg)=e KT 1400, (2.9)

wobec czego wyrazenia (2.7) i (2.8) przyjmuja posta¢ wirialnego roz-
winiecia:

=in1A§i’+eiijiij§?’+ e (2.10)
Faniz=2) xiAamzﬂ;]Z’xix,Bﬂ}z ., (2.11)
gdzie .
A§2=9Na? , ' (2.12)
Aﬁ}}uzzéNBa%afé —aald), | (2.13)

sa pierwszymi wspdlczynnikami wirialnymi odpowiednio dzotropowego
i anizotropowego rozpraszania $wiatla. Charakteryzuja one rozpraszanie
swiatta w gazie, ktorego drobiny nie oddziatywuja miedzy soba (gaz do-
skonaty).

Drugie wspdtczynniki wmalne izotropowego 1 anizotropowego roz-
praszania §wiatla okreslaja nastepujagce wyrazenia:

56 211‘1&2,:2‘ \
BY —azaj Qz ~1{drpqdepdo, (2.14)

. ”(rpq p"’q)
Qi)iz_zngff(ga(m)a(qa —a(pz)a(qy)){e T kT WA——I}drpqd(opda)q. (2.15)

Powyizsze wspotczynniki wirialne opisuja oddzialywanie drobin pa-
rami i stanowig miare pierwszego i najwazniejszego odstepstwa rozpra-
szania $wiatla w gazie rzeczywistym od rozpraszania w gazie doskona-
tym, okrestonego wyrazeniami (2.12) 1 (2.13).

Porownujge (2.14) z wyrazeniem (1.7) okreSlajagcym drugi wspétezyn-
nik wirialny réwnania stanu gazu rzeczywistego, otrzymujemy zwigzek:

D = —1804B, (2.16)

Powyzszy zwigzek oznacza, ze w rozwazanym tutaj przyblizeniu teoril
(stala polaryzowalnosé drobin) drugi wspoélczynnik wirialny izotropo-
wego rozpraszania $wiatla wyraza sie wprost przez B z réwnania stanu
gazow rzeczywistych (1.4).

’
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W przypadku gdy drobiny mieszaniny gazéw posiadajg symetrie kuli-
stg, wowczas a¥=a;0q5, 1 drugi wspélezynnik wirialny anizotropowego
rozpraszania $wiatla znika, B, =0.

Jezeli wszystkie drobiny mieszaniny gazoéw posiadaja symetrle osiows,
woéwezas tensor ich polaryzowalno$ci wyraza sie nastepujgco:

aB? = 0;{(1 — xat) dap+ 30 8.5}, 2.17)
gdzie .
af—ah
Hog ="
3a;

oznacza anizotropie ‘polaryzowalnosci drobiny i-tego rodzaju za$ s® jest
wektorem jednostkowym w kierunku osi symetrii drobiny p. Wobec
(2.17) mozemy (2.13) i (2.15) sprowadzi¢ do postaci

Adnin=9Ncine _ (2.18)

B \ “w”pq P
aniz = Q1% aillj¥aj 292 (3 cos?0pq— drpgdoydog, (2.19)

gdzie Opq jest katem miedzy osig symetrii p-tej drobiny a osig symetrii
g-tej drobiny. ’

Jesli’'w réwnaniu (1.8) energie v,; traktowa¢ bedziemy jako zaburze-
nie do energii uylrpg centralnego oddzialywania, wbedy (2.14) mozna
przedstawié rozwinieciem

g : (i N1 1\* — “u(rpq) ' )
Bg;ﬂ:~.18afa,-{B‘JéLtr——2—7§1h—!( ) vne” drpq}, (2.20)
gdzieB%) jest drugim wspoélezynnikiem wirialnym dla sit centralnych
okreslonym, przez (1.9), za$

— 1
vy = @f f vijdeydey (2.21)

okresla n-ta potege vy usredniong na wszystkie mozliwe orientacje od-
dzialujacej ze sobg pary drobin.
W tym samym pr‘zy?bliZe'niu przedstawiamy (2.19) nastepuijaco

: 9 > 1 1\» “z](Tp)
BY, == 5 amaia,xajNZ '< ET) f(B cos?0,, qv” m,) ek drpg, (2.22)

poniewaz mamy zawsze:
3 cospg— 1 ff(3 C082pq—1) dopdog=0.

Jesli miedzy para drobin gazu wystepuja tylko oddzialywania cen-
tralne (vy; =0) , wowezas B%), = 0, za$ (2.20).redukuje sie do postaci

anl
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B® = —18a;0;BZ) . = 36ay0;aN KT —1(TpqdTpq - (2.23)

0

Jesli w szczegblnodei uy{rpg) ma postaé potencjalu Lennarda-Jonesa
(1.11), wowiczas ofrzymujemy z (2.23):

@ _ ap _ 18masasoN
= 18ainBcentr H (yz; 2H12(yij) ’ (2.24)
yu
gdzie )
1 2
B = bijyi; 2{H 12(ya)— §H G(yij)= y by = gﬂN i (2.25)
oraz '
- _ Uijlrpg) ﬂ ® fm-+n—3
Halys)) = 12y3; 05y f Tpa € KT drpg=y,," 2_:01 (___12___)yw (2.26)
. ! Z

sa funkcjami wprowadzonymi przez Pople a [11] i stabelaryzowanymi
przez Buckinghama i Pople a [12], przy czym y=2(ey/kT)".
Dalsze przyczynki do B uzyskamy -tylko wtedy gdy uwzglednimy
energie niecentralnego oddziatywania drobin v;;. W przypadku drobin ani-
zotropowo polaryzowalnych i gdy vy 70, rézny od zera jest réwniez drugi
- wspblezynnik wirialny anizotropowego rozpraszania $wiatta BY . Za-
nim przystapimy do konkretnych obliczen BY) i B  oméwimy naj-
pierw w nastepnym punkcie klasyczng tfeorie rozmaifych oddzialywan
niecentralnych jakie pojawiajg sie w przypadku drobin niekulistych po-
siadajacych. trwaty dipol lub kwadrupol elektryczny.

3. ENERGIA TENSOROWEGO ODDZIALYWANIA DROBIN

Wezmy pod uwage dwa dowolne uklady tadunkéw elektrycznych
(rys. 2). Potencjat pola elektrycznego wytworzonego w srodku j-tego
uktadu przez tadunki elektryczne i-tego ukiadu, réwny jest

e(’n)

i{ry)= Zl (3.1)

rij _r(n)l
gdzie e™ jest n-tym tadunkiem elektrycznym i-tego ukladu zas rm —
jego promieniem wodzgcym. Sumowanie w (3.1) rozciagga sie na Wszy«sﬁkle
tadunki elekiryczne w ukladzie i .

Jesli odlegtos¢ 1y miedzy ukladami jest duza w por6éwnaniu z ich
linjowymi rozmiarami, ry; >ry, 74 >15, wowezas mozemy napisaé nastepu-
jace rozwiniecie potencjatu (3.1):
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1 : 1 1 1 ‘
pilry) =2 eﬁ"){-—— T4 Va («) SR A ( )— .. } , (3.2)
n T Tij 2 Tij
w ktérym g, — jest rozniczkowym operatorem Hamiltona.
Tija N
Z f] Z/
o) 7/’"“) ej’”"
X }7
Ti
. 6’1{",
7;'(/7)
0 X
Xi‘

Rys. 2. Dwa dowolne uklady ladunkow elektrycznych oddziatujgce ze

sobg elektrostatycznie. Cdlegle$é migdzy Srodkami ukladéw O; i o

wynosi Ty i jest bardzo duza w poréwnaniu z promieniami wodzgcymi
'r(iﬂ) i rgm) ladunkéw elekiryeznych egn)ie;m) obu ukladow

Poniewaz potencjal ¢;;=1/r; musi spelnia¢ réwnanie Laplace’a

1) 1
6(1870‘7/3( ) VaVa (—>: 0 (3.3)
Tij Tij
przeto mozemy rozwiniecie (3.2) napisa¢ w postaci
ei w1 (i) 1
?’j(l‘tj)“‘m—,ua Val - + O VoV sl — cees (3.4
gdzie Tij; 7]
er=e” (3-5)

oznacza catkowity tadunek elektryczny, albOv monopolowy moment, i-tego
ukiadu,

(z) V e(n) ,rg;t) (3.6)
jest a — skladows elektr‘ycznego momentu dipolowego i-tego ukladu
oraz '

1
Oup =5 2el” (3ri7P —1indus) (3.7)

n
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sg af — skladowymi symetrycznego tensora momentu kwadrupolowego
i-tego uktadu. Suma diagonalnych skladowych tensora @f}; réwna sie
zeru:

8,509 =08 =0+ 65+ =0.

Elektrostatyczna energia. Energia potencjalna wzajemnego oddziaty-
wania ukladu i z uktadem j okreslona jest nastepujaco

vi=D eg'm)%(l'zj + r§’”) , (3.8)
m

gdzie €™ jest m-tym ladunkiem elektrycznym ukladu j za$ rm
jego pnromlemem wodzgeym. Inaczej méwige, rdwnanie (3.8) okresla nam
energie elektrostatyczng jaka bedzie mial uklad j, gdy umiescimy go
w polu elektrycznym wytworzonym przez tadumki ukladu i. Rozwijajgc
(3.8) na szereg

"—Z e; {‘Pj(l'ij )75 y oty + (3TJT)T§“73n)—T72'm6aﬁ)VaV s@i(r)+ .. .}, (3.9y

oraz biorac pod uwage definicje e,, ¥ i 6%, analogiczne do (3.5) — (3.7), '
otrzymu jemy:

vy = e — uDFD . @(”FU) ., (3.10)

gdzie
FO=—Vapslrig) , (3.11)
F& = —vaVepies). (3.12)

Na podstawne rozwiniecia (3.4), otrzymujemy na pole elektryczne wy-
tworzone prezez rozklad tadunkow i-tego uktadu w $rodku j-tego ukiadu
}adunkow -

FP =T, Tffé)yf:’)—r—v-Tf} o0 — ... ' (3.13)
oraz dla gradientu pola elektrycznego

) ij 4
FO=TPe,—Toui + -—T( i, o), 3.14)
gdzie

. 1 B
TP =y a("—) =Ty Srija s
Tij
y 1
-5 2
Tz(zlé) =—VJ. ,7(;;) =Ty (3Tija7'ijﬂ—’rij§aﬂ) ,
i

. 1 _
Tffé& = — V¥V y(;:) =3ri; { BTujaTiseTigy— TaiTijadgy + Tg80pa+ Tuyéap)} ,
J
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1
( 9
T(%;a = — VeV, a( = — 37y {35Tija7'ijﬁrijy7”ija -
Tij

= 5"‘1;‘ (14507458078 + TiaT 15, Ops+ TijaTijs08y + TigsTijyOus -+ - (3.15)
~+T43aT1350ay + TijyT1js0ag) + Tis(Oupbyo + OayOps+ 6a666y)} .
Powyisze ‘tensory charakteryzuja . kolejno oddzialyWanie* monopola
(tadunku) z dipolem, dipola z dipolem, dipola z kwadrupolem i kwadru-
pola z kwadrupolem. Sg one tensorami symetrycznymi i przy zwezaniu
(kontrakeji) wzgledem dowolnej pary wskaznikéw zeruja sie.
Biorgc pod uwage definicje tensoréw (3.15) mozemy potencjat (3.4)
napisa¢ w postaci

eq S (s 1
«pj(ri,-)z;;JrTEf”p,f}) 3T(”)@( Dt (3.16)

Podstawiajac (3.13), (3.14) i (3.16) do (3.10) otrzymujemy ogélne wy-
razenie na tensorowe oddzialywanie dwoéch uktadow ladunkéw elek-
trycznych:

€ie; ¢ . O )
Vi = T—j"(e ittd) — ue) TP+ uPTSP ) —
L,

1
3( (l)ej“*—ei@(")) ('.7)_‘_ ( (i) ) . g,g/lg)) ggz _0( fj‘.??;a@(f) . (3.17)

Jesli oba uklady ladunkéw elektrycznych posiadaja symetrie wzgle-
dem osi 3, wtedy skladowe momentéw dipolowego i kwadrupolowego wy-
razaja sie nastepujaco:

P = usd,

1
@§2=§@i(3sfj>s§? — Bag) (3.18)
gdzie py oraz 6; sa momentami dipolowym i kwadrupolowym i-tego
ukladu osiowo-symetrycznego.
Podstawiajac (3.18) do (3.17) i uwzgledniajac definicje (3.15) otrzy-

mujemy na energie wzajemnego oddzialywania dwéch ukladow elek-
trycznych osiowo-symetrycznych (poréwnaj [18], [19]):

Vi3 == eseyry;t — (eufts cos 05+ eyp cos i) —

—ﬂiﬂj(s cos 0ycos0;— cos bi))r, .+~ {e¢@,(3 cos?0;—1)+

3
+€;0,(3 cos? 6;—1) }r;;3+-2~{ 11104(5 cos 0; cos?6; —

—2 cos by cos 0;— cos 8;) — ;045 cos? 6; cos 0; —
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3
— 2 cos 635 cos 0;— cos 0,) }1*1'774—}—;— 0,0, {1 —5(cos?0, +

+3 cos? §; cos? 6;+ cos? )+ 2(5 cos 8 cos 0, — cos 02} — ..., (3.19)

gdzie -

sPsD= cos ;= cos 6; cos 0;+ sin 6; sin 65 cos (p;— @3), (3.20)

przy czym 0; i 6; sa katami miedzy osiami symetrii ukladéow a wekto-
rem ri; gczacym ich Srodki zas ¢; i ¢; sa azymutami osi symetrii tych
ukladoéw (patrz rys. 3).

&

Rys. 3. Wzajemna orientacja wektorow s; i 8; osi symetrii ukladow

elektrycznych rodzaju ¢ oraz j wzgledem wektora Ty laczgcego $rodki
tych ukiadéw. Katy Oij, 0; oraz Oj okreslajg iloczyny skalarne $;°8;=
= cos0y;, s;1;;=r;; cos 6; oraz s;-r;;=x; cos 0

Indukcyjna energia. W ogélnosci nalezy réwniez uwzgkdnié dodat-
kows energie pochodzaca od wzajemnego oddziatywania miedzy trwalym
rozkladem ladunkow jednego uktadu a momentami elektrycznymi, indu-
kowanymi w drugim ukladzie. Na przyklad pole elektryczne monopola,
dipola lub kwadrupola jednego ukladu moze indukowa¢ w drugim ukla-
dzie dipol lub kwadrupol elektryczny. Ograniczamy sie tutaj tylko do
energii wynikajacej z wzajemnego indukowania dipoli elektrycznych
okreslonej rownaniem:

v%}r_zd_—_ __lz(ag[;Fg) FE“‘FGE,’;% Fff’ ng)), ‘ (3.21)

gdzie a.ﬁig’ jest tensorem elektrycznej polaryzowalnosci uktadu i.
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Podstawiajac tutaj pole elekiryczne w postaci (3.13) otrzymujemy [20]:
oo~ (65l TIT + e oo TITY) ~

Il SR O PRI ), @ ,,@ G __ 2 (A (€370 (i5)(ig)
3 PP+ QO TPTY — (@400 s +aROe) TITY

) ) [€)] ( (i) ) O @D D (1) @@ @O\ ED G
+§(affﬁu§” 05+ a0 TS T‘ggs——l 5 (690969 +a)ORONTUTW - ... (3.22)

W przypadku ukladéw osiowo-symetrycznych otrzymujemy stad
wobec (2.17), (3.15) i (3.18):

: 1
vjpd= —§{a¢e§+e§a1 + a,%aie§(3 cos? f;— 1) +
+ ayxq5€} (3 cos? 05— D)t —{2ai(1 — xai)esp cos 05+
+ 2a(1 —2q5)ei; cos 0y + 3(aingie;u; cos 0,4
+a;%aieips cos 0;) (3 cos 0y cos 6;— cos Oyy)}r5—

1
——E{ai(l — #a)u(3 cos? 0;41)+as(1 —xq5)u¥(3 cos? 6;+ 1)+
+ 3ainarpf + 1laznas) (3 cos B; cos 05— cos 0y }r 75—
~'-§{ai(1 ~%ai)e,-91(3 cos? Bj—-' 1)+a;(1 —za,)ei@i(3 cos? 01 — 1)+

+ 3a4%a1e;04(5 cos 0; cos? §;— 2 cos 0;; cos 85— cos 0;) cos 6; +

+ 3a;%q;€104(5 cos? §; cos 6;—2 cos 0y, cos 0; — coshj) cos 0,}1;].‘5——
— %{ 4ay(1— »a)u;0; cos? 05+ 4ay(l — %4504 cos® 0y +

+ 3[a¢xa1,uj@,(5 cos 0; cos? Oj — 2 cos ;5 cos 0;—cos 0)+
+aj%q;1:0:(5 cos? ; cos 0;— 2 cos by cos 6; — cos ;)] X
. ‘ X(3 cos 0; cos 0; — cos Oy)}r,;T—
— g{ai(l - MM)G)?(I —2 c0s20;-5 cos? ;) +a;(1 — #q5)OX 1 — 2 cos?0; +5 cos” 6+
—l—3a¢xai@§(5 cos 0; cos? 0;—2 cos 05 cos 0; —cos 05>+
+ 3ajxaj0f(5 cos? b cos 0;—2 cos 0;; cos 6 — cos 0,2)r;8— ... (3.23)

W pierwszym przyblizeniu mozna zaniedba¢ anizotropie ukladow
i woéwczas powyzsze rownanie redukuje sie do postaci prostej [2]:
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vy = _i(aieﬁﬁ-efaf) 155 — 2lasesu; cos 05+ ajeius cos Oyry;5 —
— (3 cos* b, +1)-+ a;u¥3 cost 6+ Dyt

—-g{aie, (3 cos? 6; — 1)+ a;e,04(3 cos? 6;—1 byt —
—6{a,450; cos® 0;+a;4;0; cos® Oi}ry;"—

—i—{ag@g(l —2cos?;+5 cost 65)+a;0%1—2 cos? 6; +5 cos* 01)}7;;8— eoe (3.24)

Dyspersyjna energia. Na zakonczenie oméwimy jeszcze energie wza-
jemnego oddzialywania miedzy indukowanymi rozkladami ladunkéw
elektrycznych. Oddzialywania takie wystepuja nawet wtedy, gdy uklady
nie posiadajg trwatych dipoli. Nie mogg one byé traktowane na poziomie
czysto klasycznym i z uwagi na ich zwigzek z kwantows teorig dyspersji
nazywamy je silami dyspersyjnymi. Dla przypadku oscylatoréw anizo—
tropowych_sity dyspersyjne byly dyskutowane przez Londona [21],
De Boera i Hellera {22] oraz De Boera [23]. Otrzymana przez
Londona [21] energia dyspersyjnego oddziatywania dwoch oscylato-
row anizotropowych o symetrii osiowej ma posta¢, z dokladnoscia do
dipolowego przyblizenia:

u;’jysP= —{(A—B;—B,—C)(3 cos §; cos H;— cos ;2 +

+4-3(B;1— C) cos? 6; + 3(B,— C) cos? 0;+B;1+By+4C}r;;8, (3.25)
gdzie '
h ),,(1) h y®y()
~ g * —al)q® 3 1
A= " aBad_3 3 _ (i)—{—v(j)’ | B,= 4 G338y MR
h v()w) h aPq®” )(])
Bz:zaﬁ)agj; (1)—{»—3(3) ) c= 4 R “)+ o (3.26y
vy g

przy czym ») i »® s czestosciami drgan elektronowych oscylatoréw
w kierunku réwnoleglym i odpowiednio prostopadtym do osi symetrii
i-tej drobiny za$ h jest stalg Plancka,
Przyjmujac w przyblizeniu m=»=v mozemy wyrazenie (3.25)
przedstawi¢ w postaci:
ugver— _3p 201 0idy
9 4 1’1+1!] j

+ 3%as(1 —%ai) €052 5+ Bxa1%a; (3 cos 0y cos O — cos B2 . (3.27y

{2 %ai— %qj+ 3%qi(l — xq4) OS2 0; +
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Dla dwdéch jednakowych drobin wyrazenie to staje sie identyczne
z wyrazeniem wyprowadzonym przez De Boera [23].
. Jesli wyrazenie (3.27) rozdzielimy na czes¢ centralng sit dyspersyjnych,

3y ‘““’ 4i("”) ' (3.28)
2 vty “ i3

i na czesé niecentralnych oddziatywan dy'spersy‘jnych,

deSp = 28” ( ) {”at + %a, — 3xaqi(l— ”aj) cos? 6; -

Ty
—3%aj(1 — %ai) COS? 05— 3ayas(3 cos 0; cos f;— cos 04}, (3.29)

oraz uwzgledniajgc centralne sily odpychania, otrzymujemy dla catko-
witego potencjatu: o o
-_4%{( *’) (J) }+ vgyse, (3.30)
Tij Tij

W przypadku drobin jednego rodzaju wyrazenia (3.29) i (3.30) staja
sie identyczne z potencjalem stosowanym przez Poplea [11] i Bu-
ckinghama [24].

W przypadku niepolarnych drobin o dowolnej symetrii otrzymu]e
- sie 'w miejsce wyrazenia (3.27) nastep'u]aaoe [20]:

uf,YSP — E ViVj (1[; (%ng)T(z]) (3.31)
41’1—}—71 @

Dla drobin izotropowo polaryzowalnych mamy a.s=ad,s wobec czego
otrzymujemy z (3.31) pierwotne wyrazenie Londona [25]:

ugyspz_ﬁ "3 gy TPTY = — 3 ¥ a;a,

4 475+V§ 2 V'),-I—vj ri,

Oczywistym jest, ze (3.32) otrzymuje sie réwniez wtedy, gdy wyra-
zenie (3.31) usrednimy na wszystkie mozliwe orientacje obu drobin
anizotropowych. Odejmujac zatem (3.32) od (3.31) otrzymujemy na ener-
gie wynikajacg z samej anizotropii sit dyspersyjnych:

(3.32)

h ¢ 1¢) (O] Gyl 1)
vidjysp 4 v+ W(a ap%p — B0 Bopdy0) Tl T}, 3.33)

Korzystajac z !(3.28) nadajemy wyrazeniu l(‘3.3’3) posta¢ nastepujacy:
' 2 4508
= e a (a&‘;a‘y”—aia,-a.,ﬁaw)T‘wT‘“). . (3.34)

w przypadku drobin o symetrii osiowej otrzymujemy stad na pod-
stawie (2.17) znowu wyrazenie 1(3.29).
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Wyrazenie (3.29) napiszemy teraz w postaci
VIYP = — i | — (a1 +a5) T 3rai(l — %g5) cOS? 0;+
+ 3451 — %ay) 0052 0;+ 3%aixa5(3 cos 0; cos 0;— cos B2} r76,  (3.35)
gdzie wobec (3.28) oznawczyhsmy.

.3, w
yy=—h—1
4 v+

Srednia energia. Srednig statystyczng warto$¢ energii niecentralnego
oddzialywania dwoch drobin okreslamy za K eesomem [4] nastepujaco:

05— 285;0%. .

vij
ff’l)g,e_ k_i‘dwidwj
vy (3-36)

ffe kT dwidw;
Rozwijajac praws strone na szereg wedlug poteg v/kT otrzymujemy -
w wystarczajacym przyblizeniu:

<vi;i>=

— 1 [— 2
<Ui:i>=vu*‘ic—T( Uy Uij)+ oy (3.37

gdzie izotropowe Srednie wartosci vy okreslone sa przez (2.21).
Jesli energia elektrostatycznego oddziatywania dwéch ukladéw (dro-
bin) dana jest réwnaniem (3.19), woéwczas otrzymujemy:

— ~—1
Vij=€1€3Ty;

v2 —‘62627‘_2-}— (e2H9+ﬂ 62)7"—4+ -y ‘u’ ﬂ +

i3 i

(ez@2 + O%ed) 1+ (10} + O pl)r® + — @2@?7510. (3.38)
W przypadku dwach drobin neutralnych rozwinigcie (3 37) i wyra-
zenie (3.38) daja wynik Keesoma [4]:

{vyy= —-k—:l:{gyiygri;“—l—(uz@z—{—@z )m“—l——@f@‘jr;m} . (3.39)
Pierwszy czlon okresla tutaj dipolowo-dipolowy efekt orientacyjny,
drugi — dipolowo-kwadrupolowy i trzeci — kwadrupolowo-kwadrupo-
lowy. Wszystkie te efekty zaleza od temperatury, a mianowicie maleja
ze wzrostem temperatury w wyniku tego, ze wzajemne konfiguracje
drobin sg stale miszczone przez zderzenia wywolane ruchem cieplnym.
W przypadku, gdy wszystkie konfiguracje sprzyjajace przycigganiu i od-
pychaniu sie drobin s3 jednakowo prawdopodobne, $rednia izotropowa
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warto$é ich energii potencjalnej wzajemnego oddzialywania jest zerem
(vyy=0). Jednak, jak widzimy z (3.39), statystycznie wyréznionymi sg kon-
figuracje sprzyjajace przyciaganiu sie drobin, bowiem w tym przypadku
vy; ma wartosé minimalng.

Jegli energie potencjalng indukcyjnego oddziatywania ukiadéw, okre-
slong przez (3.23), usrednimy izotropowo, woweczas otrzymamy wynik '
Debyea-Falkenhagena:

— 1 ~
vird= “E(“ie§+efai)r — (@i +u aj)rij“——(m@z—l-@za,)r”” —.... (340

Widzimy stad, ze efekt indukcyjnego oddziatywania drobin nie zalezy
od temperatury ani od anizotropii uktadéw.

" Jesli zamiast izotropowego usrednienia wykonamy statystyczne usred-
nienie vy; dane wyrazeniem (3.36), wowczas wynik (3.40) bedzie tylko
pierwszym przyblizeniem do ktérego, zgodnie z rozwinigciem (3.37),
dojda dalsze wyrazy zalezne od temperatury i anizotropii polaryzowal-
nosci drobin.

4, OBLICZENIA DRUGICH WSPOLCZYNNIKOW WIRIALNYCH'
ROZPRASZANIA SWIATLA

Przystapimy teraz do konkretnych obliczen B{ i B{), dla kilku
modeli molekularnych. Dla prostoty przyjmiemy, ze wszystkle drobiny
danej mieszaniny gazdéw posiadajg symetrie¢ osiows.

Gazy niepolarne. Rozwazymy mnajpierw rozpraszanie $wiatla przez
mieszaning gazéw zlozonych z niepolarnych drobin anizotropowo polary-
zowalnych. W tym przypadku, obok energii potencjalnej centralnego
oddzialywania drobin, mamy dodatkows energie (patrz wzor (3.35)),

VISP = — 5 | — (a1 + %as) + Bas(1 — %as) COS? 0p+
+3%aj(1 — #45) 0% Og + 31405 (3 €OS Op €08 g — cos Opgl?} 758 (4.1)

wynikajacg z anizotropii sit dyspersyjnych, czyli z wzajemnego oddzia-
tywania indukowanego dipola jednej drobiny z indukowanym dipolem
drugiej drobiny.

‘Na podstawie definicji (2.21) i wyrazenia (4.1) otrzymujemy po izo-
tropowym usrednieniu (patrz dodatek A):

vdySP—O,

(vd y59)2=—4—1p”(5%2 + 52+ 192242 Y112 (4.2)

pq ?

wobec czego drugi wspdlezynnik wirialny izotropowego rozpraszania
(2.20) przyjmuje posta¢ nastepujaca:



70 ’ S. Kielich [272]

- B{ip = —18aa {B(citje)ntr + Bgir)sp} 4.3
gdzie [26] )
(i)
B(:;sp_ 251;::2T2(5%a1,+ 5“(1] + lqkai ”a}) <TD¢§2>51 (4'4)

okre§la przyczynek do drugiego wspblczynnika wirialnego réwnania
stanu gazu, pochodzgcy od anizotropii sit dyspersyjnych. W wyrazeniu
(4.4) wprowadziliSmy nastepujace oznaczenie:

uu("'pq)
(o) = J Tpg® kT rpg. (4.5

W celu . obliczenia drugiego wspélczynnika wirialnego anizotropo-
wego rozpraszania $wiatla w postaci (2.22) nalezy oprocz (4.2) uwzgledni¢
jeszcze nastepujgce Srednie izotropowe:

e 4 -
cos2 6 quysp = — 7—5‘w51xa1x¢j1‘pg s

— oo 4
(cos OpgviysP )2 5% Kairas {49(Bx%;+ 5%+ 4xairtas) —

: “56%atuaﬂ(%at+xaj)+ 1083222 1r12, . (4.6)
i otrzymamy:
BY) LT A L8yt
aniz-dysp 95kT ailjMaj?ai¥aj pg 7 4
+ 2wij [49—'14("ai+%aj)+38%a%m]] <1"“12 ij+ soe }l (4.7)
49kT pq

.Gazy dipolowe. Rozwaimy obecnie mieszanine gazéw, ktorej wszystkie
drobiny posiadajg trwaly elektryczny moment dipolowy. Energia poten-
cjalna niecentralnego oddzialywania dwoch drobin dipolowych, anizo-
tropowo polaryzowalnych, dana jest na podstawie wyrazen (3.19), (3.23)
i (4.1) nastepujgco:

vy =P — uyu;(3 cos b, cos 6, —cos ()m)'r;g—
—= {a;(l — %ai) p3(3 cos? Og + 1) +a(1 ~ua,)y2 (3 cos? 0+ 1)+

+ 3(@iaipl + plajzxas) (3 cos Op cos b — cos qu)z}'r;g — e (4.8)

W wyrazeniu tym oprocz energii anizotropii sit dyspersyjnych wyste-
puje czton okreslajacy oddzialywanie dwéch trwatych dipoli drobino-
wych oraz czlon okreflajgecy wzajemne oddzialywanie trwalego dipola
jednej drobiny z indukowanym dipolem drugiej drobiny.

- Wobec (4.8), otrzymujemy z dokladnoécig do linfowych wyrazow
wzgledem a:
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vy = —(ay+piagry§,

— 2
CH =§,ufﬂj2 ;qs_,_ ww(f)xz 5+ 1902 52 o124

4”’” - (aun3 6+ 5+ 192 o)+

—}—a,,u;"(5%ai 5%+ 19%aix2 ) -1,

- 12
v?j = E:ui,u’ { 5(ai,llj +,u§aj)+ 4((117!“//&? +[u:;aj}taj) } Toa 12

_ 4
Py #4594 (5%a1+5%aj+ 1 9aiea) 1512,
ot 4512

iazgﬂz‘“j pg ?

128
vi=— 225" H3Pis(Ttas + Tigj+22asttag)r 18 —
_ 232
" — i {Taud + plag) + 8lasxas} + plaznaglr 28,
464
v

vy 45/4114;‘ P , (4.9)

Podstawiajac powyzsze wyrazenia do (2.20) otrzymujemy
BY>=—18aj04{Bi2  + B +BY) 4o +BL 4 ain) - (4.10)

centr dysp
W poréwnaniu z (4.3) pojawily sie tutaj dwa dodatkowe przyczynki

wynikajace z oddzialywania trwatego dipola z trwatym dipolem i induk-
cyjnego oddzialywania tych d1pol1 [27]

- 3udu tul
Bgfx)a-dip=—6szz{< pa )i+ 25’;21j‘2< > out 367511c47T4< Tog P4t .. }’(4'11)

N 2#2
Bgip-ind dip= " op {(at,tw + p2ay) < T >u 3 5sz2 e laiu? 2 (5 + 4q3) +
29udul
+ajl‘f(5+4naj)]<'l‘ >1]+ ‘m [ai:ug(7+8”ai)+
+(lj/412 (7+8%aj)] < 'r;qm y+.. } - ﬁm{[am (5”aj+57¢2 I 19%2i%a,)+
‘ uip 2
a:‘/‘?(5zai+5%2j+19xam2 )]< a2yt (5”¢5+5”a1+19%a(%a;)<‘r 225+
4,4
ud
+ 147;135;1? (Mg T+ 2244743) 7ol Syt .. } . 4.12)
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W wyrazeniu (4.12) tylko pierwszy czton przy (7,8 > pochodzi od samego
oddzialywania trwalego dipola z indukowanym dipolem, pozostate cztony
wynikajg z jednoczesnego istnienia wszystkich trzech oddzialywan za-

wartych w energii (4.8).

Stesujac to samo przyblizenie, co przy olbhczemu wyrazen (4.9), otrzy-

mujemy dodatkowo:
- 1 -
cos20pquii= — 7—5 {am? (254 2;cai)+a,-yf 25+ 2%aj)}1'pqﬁ -

41/)19

[ — 6 B
cosZepqvizf = E #3”;1‘11(? + 3675 {49 (5"0«1—!— 5%(1] + 4%(”-”“.1) -

—568%gi%aj (a1 + %ag)+ 1 083:421%(2,1} T;qlz s

— 120345 {
coszo v3:______‘l_]_ i
paty 1225

12
MM w11{7(%a1+%aj)+25%a1%a:}”'pq )
245
N T 456 4 4 -12
cos” 0,055 = ——— Wi 4iTpq ,
pqVij 1225M1M )
& 1808 _
cos”Opqviy = 1898 KT

2205

Wstawlajac powyzsze wyrazenia do (2.22) otrzymujemy na
wspblczynnik wirialny anizotro!powego rozpraszania Swiatla:

1) (i) BuisN
alxjn‘z =Batjﬂz-dysp + ,Uz,uj ai%uzaa"ai{ <TPQ > 13+

95k2T2
S o S,
p—p at%aiawaz‘{(ai%am’;’+a1%az'mz) {rpa put
"+ :;Zflfz[a 2T+ 1)+ aguld T+ 10gg)] Crpd™ > g +
+ i':;‘l;];?: [35 (stqs -+ #as)+ 9Txaras) {Tpa Pis+ « - -}»
gdzie BE), , okreslone jest przez (4.7).

ayul(81 + 80%g9) + asui(91 + 80xap)}rpg” =

4 -6
Eg Pig¥ai*aj Tpq,

(4.13)

drugi

4.19)
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Gazy kwadrupolowe. Na podstawie wyrazen (3.19), (3.23) i'(4.1) ener-
gia potencjalna niecentralnego oddzialywania dwéch drobin kwadrupo-
lowych ma posta¢ naste¢pujaca:

vyy=v P+ a @i 11— 5(cos? 0, + 3 cos? O, cos? O + cos? )+

+2(5 cos 0, cos Gq—cos O0q)" }roa —

o ZA0 >0 ‘0
“glai(l—%a‘) j( —2cos q+5COS q)+

+ay(1 —%a)O7 (1— 9 cos? 0, +5 cos® 0,)+
+ 3aia1O5(5 cos 0, cos’ O, —2 cos O,q cos §g—cos 0,)*+
+3a;%a; 0% (5 cos® B, cos O — 2 €0S Opq €OS Oy — C0S 0o} rpg — ...,  (4.15)

gdzie drugi cziton (roq) okresla energie oddzialywania kwadrupola z kwa-
drupolem. zas ostatm czton (r;f) stanowi energle oddzialywania kwa~
drupola z indukowanym dlpole'm

Zgodnie z definicja (2.21), otrzymujemy na ‘podstawxe (4.15):

—_ 3 _
vy = @O+ Olajra,

3 - 144 - —
—( iaysp) + @i @? p&o - '2’5— “ai"a:l@l@j'/’iﬂpqu"‘

_, 12
- 5— 2 0,0,(a1a @2+ asra@ a4+ '”;’ (01032074 +

14342 + 3302 %00s)+ a0 (20%qs + 14265+ 330579 Toa s

3 432 3.3 15
vij=——0;05r5q", (4.16)
Yo .
— 4
cos? Opquiy= — :ij Hai%aiTpa —-% {a,@§(35+4xm)+a,@1(35+4xa,)}'rpq ,
- 2736 -
€082 Opq s = (cOS Opquiy ) + @f@?’rpqm—- 51p1,-xama,@i@,-rpél—
8 -
~ i 0,0;{a:03(7 -+ 23%41) + ;01T +23%a0)) 750 - .17

Podstawiajac do (2.20) wyrazenie (4.16) otfrzymujemy:

(i i) (i5) ) (i
Bllzj) = 18ataj {B(clgntr dl;sp +Bl(gav-kw +Blgz/-ind. dip } > (418)
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gdzie przyczynki pochodzace od oddziatywania kwadrupola z kwadru-
polem i kwadrupola z dipolem indukowanym maja postaé:

__16{0)N { - 720,0; / _ }
G = P50 108 — 2T (15 c 4.19
Bew-iw ™ ™ e ) 343kT< @19

s 3N
( —_
Blgz-ind. dip = —~ kT {(ai@? + @%aj) <'rpq8>u -

24
35kT @i@j (ai“azgj + @1aj”a.1) <qu > .0t
361/)11N

- 1
2512TE {Mawaj@i@j <1'pqn>ij — gz[ai@?' (20"0.1 + 1425 + 33%:i”aj) +

+a;07(20%0s + 14225 + 33a1%2;) | <r‘“ +.. } (4.20)

W tym samym przypadku drugi wspélczynnik wirialny anizotropo-
wego rozpraszania Swiatla wyraza sie na podstawie (2.22), (4.16) i (4.17)
nastepujgco:

9N
Bgﬂz = B(tj niz- dysp + o= e (0% g5 1 3 (ai"alag +
35kT

_ 40,0; _
+a,na,@§) <'rp§ y + = T [@,@,< 10> —

72 ~
_§‘S‘lexai”aj<'rpqu>l:]] 7kT@'@j [0:05 (74 2x43) +

+a;05(7+ 2x4) ] <r;q‘ 3>,j + .. } . | (4.21)

Mieszanina gazu dipolowego i kwadrupolowego. Rozwazymy teraz
przypadek kiedy drobiny i-tego skladnika mieszaniny sg dipolowe za$
J-tego skladnika kwadrupolowe. Energia potencjalna niecentralnego od-
dzialywania miedzy dipolows i kwadrupolows drobing okreSlona jest
wobec (3.19), (3.23) i (4.1) nastepujaco:

3 —
viy=v5 " + 5 463 (5 cos 0p cos? Bg—2 ¢S g COS Bg——C0S Op) 75 —
1 -

- ‘2‘%“3 {(1—#ay) (3 c082 0,4 1) 4 345 (3 cos B, coslig— cos O,pg)2} 758 —
— ga‘@ﬂ(l — %) (1—2 cos? 04+ 5 cost fg) +

+3%ai (5 cos Op cos? 8, — 2 cos Opg cos 0 — cos 6,,)2} Tha — 4.22)
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W wyrazeniu tym obok oy wystepuje energia oddzialywania dipola
z kwadrupolem ('r;;) d1pola z indukowanym dipolem (r;;) oraz kwa-
drupola z indukowanym dipolem (rJ -

, Energia w postaci (4.22) prowadz1 do nastqpu]acyc'h $rednich izotro-
powych Wartosa

2 -6 3 9 -3
V4= — QjhiTpq — Eai@jrpq ’

vy = (wi7*P P+ i e o + aj,ui ? (5otas+5%a5+ 19%5%81) Tpq” +

121/)11
175

+ 1o @yt O3[5(35+Brta) - 2as(14+ 33w 75"

+ 2 05 (zom,, 11453+ 33%24%ag) Tog +

3 12
vy=— N ,;'v;j Y205 (20505 + 1450+ 33%xai%a)Tod. — '

135“’“‘@2 (2034 106%g5)Tpa (4.23)

1
aj‘ui(25 + 2%3}) qu

I 4 B
cos? OpqVi;= — %nmiua,rpqs 75

1 _
— a;@§(35 + 4xq,)'rp3 s

cos2 Opqv3 = (cOS Opgviy p)Z-I- 35 ,u, @zr;é‘ +

4y
+ 3675

1513 (985 + 2450+ 140410 + 21 Tta; + 105650ai%2y) Toa - (4.24)

Uwzgledniajac powyzsze wyrazenia znajdujemy z (2.20) 1 (2.22):
B = — 18010, | Buur+ Bap — 50 [a () + S} <'r N+
] entr ysp 2kT ] jelt] ij ij

1
+ 7 kT peg 224 @j <”'pq 25kT a;Hi (5"ai + 5%aj + lgﬁmxa]) <qu ] +

6yiy
T 175kT

3a¢a,-
350kT

0163 (20%a5-+ 1424+ 336k0tag) (rid® s ot 1303 (175 +

- 2yt
+40ag;-+28xq;+ 66%gia;) <'qul4>u + I 7:;:5;,2 @f (20”a7’ +14%4+

.
- ..o a — .
+33xarar) (roat s + —_3’5‘:)‘05 203+ 1067a){rpa)y, + .. } , 429
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(i) ) 2/,.-6
Baniz =Baniz-aysp T 5zm 25kT AgHat?j%aj {aj%aj/“i<rpq T +

15 _
+ 7ai%ai@? <7‘pq8 5T Mz 1< Tpa ,,“f' ay%amz 2(49~
-—14nhi+—70%aj4-62%mxaﬁ<r§;2 ﬁ-+...}. (4.26)

5. ZASTOSOWANIA I DYSKUSJA

- Zastosujemy teraz otrzymane w poprzednim punkcie wyniki do kilku
przypadkéw szezegdlnych.
Gazy jednoskiadnikowe., W przypadku gazu zlozonego z drobin jed-
nego rodzaju zwigzek (2.16) przyimuje postaé nastepujgcs

Bjz;=—18a2B(T). 5.1)

Jesli w szczegdlnoSci drobiny gazu posiadajg symetrie kulist, wtedy
drugi wspolczynnik wirialny réwnania stanu wyraza sig wobec (2.24)
wzorem [2, 11, 12]:

Beentr= %vaaSF(y) —bF (), 5.2)
gdzie a
Fly)=— " {Hm(y)— = Hy)| (5.3)

jest funkcjg stabelaryzowang przez Hirschfeldera, Curtissa
i Birda (2] za$

bz%ﬂN&. (5.4)

W przypadku gazu kwadrupolowego drugi wspétezynnik wirialny
B(T) zawiera, procz podstawowego przyczynku Beentr pochodzgcego od
samych sit centralnych, dalsze przyczynki wynikajgce z istnienia anizo-
tropii sit dyspersyjnych, oddzialtywania kwadrupola z kwadrupolem oraz
kwadrupola z indukowanym dipolem. {patrz (4.18)). Wymienione przy-
czynki okreslone sg w ogdlnodci wyrazeniami (4.3), (4.19) i (4.20). Jesli
dla prostoty wuilrpg) zastapimy potencjalem Lennarda-Jonesa w postaci
(1.11), wowczas mozemy (4.5) wyrazi¢ bezposrednio przez funkcje Hn(yis)
okreg§lone przez (2.26), a mianowicie [12]:

R P L
{rpq y1;=4% | Tpq"e drpe= — 7 Hnlyy). (5.5)
Yij
0
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Wobec (5.5) przyczynki (4.3), (4.19) i (4.20) redukujg sie w przypadku
gazu jednoskladnikowego do postaci:

Baysp=—bug (0,05 0,095%2) His (y), (5.6)

Brw—xw = — ‘73%10—2 {Hw y)— ]382:?:2 H;s (y)}, (5.7)
Byw—ing. aip = — % {55 Hs (y) — %52* #e Hyy (y)—

S Py %’ﬁi (1+ 176 vt Z% ) Huw), 5.8

gdzie wyprowadziliSmy bezwymiarowe parametry molekularne:

_a S
p 53’ o
Wzory (5.2) i (5.6) wyprowadzone zostaly przez Pople’a {11]. Wzér
(5.7) okreslajacy. oddziatywanie kwadrupolowo-kwadrupolowe T162ni sie
od wzoru Pople’a [11] dodatkowym wyrazem proporcjonalnym do His.
Powyzsze wzory nadajg sie do bezposrednich oszacowan liczbowych
jesli znamy wartosci ¢, o, %, a i @ dla danego gazu. 'Wartosci tych wiel-
kosci molekularnych dla kilku gazow zestawione sg w tabeli I.

Tabela I
Dane liczbowe parametréw molekularnych kilku gazéw kwadrupolowych i dipolowych*
Gaz &lk °K g A o -1024 ¢cm3 % O 1026 JES | u-1018jES

H, 333 2,968 0,7 0,09 0,95 —
N> 91,5 3,681 1,76 0,18 1,80 —
0O 113,0 3,433 1,60 0,24 1,90 —
. COy 190,0 3,996 2,92 0,27 5,00 —

CHCl3 327,0 5,430 8,23 —0,09 — 1,05

CH3F 196,0 . 3,370 2,60 0,11 — 1,82

* Warto$ci parametroéw ¢ i o sa zaczerpniete 2 monografii Hirschfeldera i wspolpracownikéw [2] zas wartosci «,
% i g z tablic Landolta-Bornsteina (tom I/3, 1951). Wartosci momentow kwadrupolowych drobin przyjeto takie, aby
uzyska¢ zadowalajacg zgodno$¢ migdzy obliczonymi i doswiadczalnymi wartosciami drugiego wspdleczynnika wirial-
nego [26].

Ostatnio ukazata si¢ praca Orcutta (J. Chem, Phys., 39, 605, 1963), w ktérej metoda posredniego wyzna-
<zania momentéw kwadrupolowych zaproponowana przez autora niniejszego artykulu [26] rozszerzona zostala na przy-
padek calego zakresu temperatur dostgpnych w doswiadczalnym badaniu drugiego wspolcznnika wiralnego B(T). Wy-
znaczone Ww ten sposéb przez Orcutta wartosci momentéw kwadrupolowych dla kilku drobin osiowo symetrycznych
nalezy uznaé za zupelnie rozsadne, przy czym dla N, i CO, wynoszgq one odpowiednio, 1,9 - 1026 j.ES i 4,59 - 1026
i-ES, a wiec jak widzimy r6znia si¢ nieznacznie od wartosci przyjetych w 6-tej kolumnie tabeli 1.
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_ Tabela II
Obliczone i doswiadczalne wartosci B(T) w cm3/mol dla gazéw kwadrupolowych (7=298,2°K)
Gaz Bcentr desp Bkw‘kw Bkw~ind. dip Bobliczone Beksper

H; 14,52 —0,01 —0,46 -0,33 13,72 13,70 [28]
N, —3,0 -0,5 —0,8 —04 —4,7 —4,71 {281
0, —12,8 —1,0 —-1,8 —0,1 —15,7 —15,0 [29)
CO, —88,6 —6,0 -29,7 1,7 —122,6 —123,6 [28)
Tabela III
Wartosci B w cm3/mol dla gazéw dipolowych (T=298,2°K
Gaz Beentr Byysp Byip —dip Byip —ind.dip Bobiiczone Besper
: . |
CHCl; - —610,0 —4,0 -3,0 —7,00 —624,0
CH;3F —58,0 —0,7 —132,5 —32,3 —223,5 \

Poniewaz dotychczas nie wykonano odpowiednich pomiaréw umozli-
wiajgcych wyznaczenie do$wiadcezalnych wartosci drugich wspblczynni-
kéw wirialnych izotropowego i anizotropowego rozpraszania $wiatla,
przeto oszacowania liczbowe przeprowadzimy tylko dla B(T) znanego.
z pomiaréw dla wielu gazéw. W tabeli II zestawione sg wartosei po-
szczegélnych przyczynkéw do drugiego wspélczynnika wirialnego réw-
nania stanu gazow obliczone na podstawie wzoréow (5.2) i (5.6) — (5.8)
i danych liczbowych zestawionych w tabeli I. Druga kolumna tabeli II
zawiera wartosci Beentr, kiére wskazuja, 2ze przyczynek do B(T) pocho-
dzacy od sit centralnych jest przewazajacy dla wszystkich czterech ga-
zoéw. Przyczynki wynikajgce z indukecyjnych oddzialywan (trzecia i pigta
kolumna tabeli II) s3 na ogét znikome i mozna je w niektérych przy-
padkach pomingé w poréwnaniu z wartoSciami Beentr- Powazniejszg role
odgrywaja oddzialywania kwadrupolowo-kwadrupolowe, ktére w przy-
padku CO, dajg przyczynek do B(T)} wynoszacy p.zeszio 30%o wartosei
Beentr. Jak widzimy z tabeli II uwzglednienie wszystkich przyczynkow
daje w sumie wartoSci B(T) znajdujace sie w dobrej zgodnosci z warto-.
Sciami mierzonymi doswiadczalnie. ‘

W przypadku gazéw dipolowych oprécz przyczynkéw (5.2) i (5.6)
mamy jeszcze nastepujgoe przyczynki:

bd? 3d2y 29448
Bgaip—dip= — —<{Hg () + —= Hyy (y)+
dip=dip 192{ ST 00 lz‘y) 940800

His(y)+ . } 5.9)
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bd - d2yt 4
Bdip—ing. aip=— 8—y_2 {p[Hs (y)+- T% (1 + g %a)Hm Y+

29d4q8
+_2_1L(

8 1 19 ,
1+ = g | Hig ()4 .. |+ = %ay? | p [ 1+ 20+ -2 22 |Hys () +
134400 ”") (@) ] 5 Y [p( TS ) 2

7

12

ktére wynikaja z wyrazen (4.11), (4.12) i (5.5), przy czym d=pu?/d%.
Jak wida¢ iz tabeli III w przypadku CHCl; udziat pochodzacy od sil cen-
tralnych przewaza decydujgco nad przyczynkami wynikajacymi z ist-
nienia sit niecentralnych. Na odwrét, w przypadku CH3F przewazajacy
role odgrywaja oddzialywania dipolowo-dipolowe,

Dyskusja drugiego wspélczynnika wirialnego anizotropowego rozpra-
szania §wiatla przeprowadzona jest w innej pracy autora [30].

Gazy duwmskladnikowe, W przypadku mieszaniny dwéch gazéw wyra-
zenia (2.10) i (2.11) przyjmuja postaé: '

dy2 (. 19 e (. 11
=214 —ug)H e (14—, A 1
+ ( +10”) 12+ 840 ( + 7 % )Hm(yH- ]} (5.10)

Fio=1:1A57 + 2,45 +0 @B 4 220,2:BY + 2B+ ...,  (5.11)

Faniz =1 Aaniz+%2Aghis + o(@iBiN: + 2202880, +3B2) + ...,  (6.12)
gdzie x1+x,=1. ‘ ~

Niech w szczegélnosci drobiny sktadnika 1 mieszaniny beda kuliste
za$ drobiny skladnika 2 — kwadrupolowe, woéwczas otfrzymujemy na
podstawie wyrazen (2.12), (2.18), (2.24), (4.4), (4.7), (4.19), (4.20) i (4.21):

A=9dN,  AP=0dN, (5.13)
Bl = —18albyFlyn) , 6.14)
B = —18aa5by, {F (y12)— 0,02522,H lz(yllz)—
3 [a1\[ 62 8 .,
- 52—1;%(0_32) (;15;1"2) [Ha('yle‘ Eg”azymHm(yu)]} ) _ (5.15)

Bi2 = — 18a3bas { Flyas) — #22(0,05 + 0,095 x2) Hiofyyzs) —
7 (ﬁ.ﬂ _18y§z( 63 ) | ]_
320 \ 033822 Hiolyzo) 343 \o3es Hjs(y29)

=
16

5
O22€32

1 asz 12 2
) [ R (T)H 8 (y20)— EgnazHu(yzz) -

2
Yoz \O22

6 [a)\/[ 6} 8 7 33,
—3~5-”a2 3 )Hls(yzz)‘l’gg%az 1+ Iﬁﬂaz‘{"?jd"‘az Hys(yz2) |, (5.16)

5
OG22/ \G22€2

Afi=0,  AZ,=9432N, (5.17)
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B, = B, =0, (5.18)
27b o; a .
;(azrfl)z_ngz -aysp + 2; ag%zz( 5 2 ) {”az (Tz) Hy(yz2)+
140y22 022822 OG22

2 9 4
+@[( 2 )Hlo(’yzz)—-—%azHu(yzz)— ( +§"a2)( 3 )( L )H13(y12)]},(5'19)
35 7 Og2 0226‘22

6 |\o3se2
gdzie wobec (4.7) i (5.5) mamy:
9b 4 38
B(:fxzm)lz -dysp = ”—22— ai”ZZ%az {Hs(y22)+y§2(1 — =g+ —%22) le(’yzz)} .
50y22 7 49

W przypadku mieszaniny gazu zlozonego z drobin kulistych i gazu
dipolowego (skladnik 2), otrzymujemy dla AP, AQ, BL, 4%., AD.
BA i BY4  snowu wyrazenia (5.13), (5. 14) (5. 17) 1 (5.18), zas w1~e41—

aniz aniz
kosci Bl B j B2 wylfaza]q sie nastepujgco:

B(m— —18a;0:b12 {F(ym)— 0,025322H12(y12)—

1
T a2 (asl ) ( \) lHe(ym)+ —xazy12H1z(y12)]} 5.20)
16y12\012 012312

BE = — 18a2bay | Flyas) —#25(0,05 -+ 0,095%52) H1xly2s) —

1 H 3y22 ﬂg 2 291/32 ,u§ 4
-1 Holyn + ( ) Y2+ L2y | -
192(02282)[ V2T 00 el 2V T 940800 \olatan! WYz

1 4 2 ' /43 2
—— 3 Hs(y22)+ + —sga | {5 | Hialyzd) | —
8y22 A \ B 022822

el 4 (l+% +19%2 Lym( 19 4 g )} (5.21)
20\ 4 o “Ts 12( 10 (oﬁmz I A

022822

(22) __ p(22) 3bzza§%32 ,13 2
Baniz=DBaniz-ayspT+ ——— |3 Hs(y22)+
800 \o22820)

4 2 \g 8
+ §y—22(*ﬂ—2) His(yoo)+ 13422 ) Hysyaa). . }

196 \o3a62s 82896(022822

g 22 ” "9y, 1
+gb2202/‘a2( ,ug ){( )l%a2+H6(y22)+ ( i ) (1+—xa2)H12(y22)]+
100yzz O3s€25) L\ 032 28\ 035822 7

4 2
+ Suks uaz( 4 )(1+ %%az)le(yzz)‘l‘ } (5.22)

168 0’32822
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- W analogiczny sposéb mozna przeprowadzi¢ dyskusje wyrazen (5.11)
i (6.12) dla bardziej ‘z&o‘ipnych mieszanin gazéw, na przykiad mieszaniny
gazu kwadrupolowego i dipolowego itp.

Z powyzszych rozwazan widzimy, ze jednoczesne doswiadezalne i teo-
retyczne badania rozpraszania $§wiatla w gazach rzeczywistych dostarcza
nam nowych informacji o charakterze i wielkodci sit miedzydrobino-
wych, jakie wystepuja zaréwno w gazach skladajgcych sie z jednego
rodzaju drobin, jak i w mieszaninach gazéw zawierajacych réznego
rodzaju drobiny niepolarne oraz polarne.

Panu Profesorowi dr W. K'olosow i, Panu Profesorowi dr A. Pie-
karze oraz Panu Profesorowi dr S. Szczeniowskiemu skladam
serdeczne podziekowanie za cenne uwagi 1 pomocng dyskusje.

Zaklad Dielektrykow Instytutu Fizyki
Polskiej Akademii Nauk, Poznan

Dodatek A
Srednie izotropowe wartosci funkcji trygonometrycznych
Biorae pod uwage nastepujace catki oznaczone,
% 1
1 — dla n=2k,
Efcosnﬁsinﬂd(i: 2k+1
0 0 dla n=2k+1, (A1)
z 2k—1) 1!
17 (___L‘__ dla n=2k
_f cosn (qu) = 2k'k :
2w
0 0 dla n=2k+41, (A.2)

gdzie k=10,1,2,3..., oraz korzystajgc z definicji (2.21) i zwigzku (3.20), ofrzy-
mujemy nastepujace $rednie izotropowe wartosci odpowiednich funkeji trygo-
nometrycznych:

[E— 1 —_— 1

2 = —_— o= e
cos Gm— 3 cos Opq cosﬁpcosﬂq— 5’

costl = ! cos b cos’6_cosf = !
cos b= 5 cos 0, cos* 8, cos Tt
cos® 8 '=l cosf_cos?0_cos*6 =—1——
»q 7 ’ »pq D q 25 ’

80 = 1 0 56 8 = !
cos' b= g cos @ cos®d cos =3y

2 20 —
cos Opq cos®f,

©|

1
5 = —
N cos Oﬂq cos Gp cos? 0q 35 .
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cos? 5 ,cost = cosf cos’0 cos’f = 1
’ pq » q 49’
cos? 6 cos6 0 =— cos 0 cols7 8 cosf = i
21’ * AT
cos“?} coafg =1 cos 0 cos”@ cosif = 1
157 »a » ¢ 45’
cos? 0 cos"l 6 = —l— cos @ cos’0 cos®h = —1——
25’ pq » ' 63’
cos® 6 ?6;5 0 = i cos 8 cos’@ cos"6 = 1
21’ v p €O8° V= ﬁ ’
cos? 0 cos*6 costl = LI cos?0 cosf cosf = i
Pa » a 995’ vg P a 157
17 1
cos? 6 cos 6 cos? 0 = e cos® 0 cos*f cosf =—,
525 pe » 7 25
27 31
cos? 0 cos“ 0 “cos? 0 = cos?® 6 o COs* 0 cos? 6 = e
1225° 1225 °
cos? 0 cos®f cos?h = 2§ cos® g__ cos® 9‘ 6 = L
pg €057 Yy q"945 ’ pg 'p COS q-35’
37 41
cos? 0, cos6 0, cost g =-—— cos? 0 cos5 0 cos? 0 = e
7 2205 22057
17 55
cos? b, cos6 0 cos® 0,=:-7 cos?® 9 c055 0 cos® 0 =—
1323 ° 3969
cos*f cos?0 cos?f = —11 cos®8 cosf _cosO = —1—
pY » 7 595 ° »a » ' 91
cos? 0 cos4 6, cos* g = 1 cos®f cos’f cosf = ~1— ,
¢ 1225° »e » 9 35
1549 41
cos* 0 cos“ 0 cos? @ = —— cos?® 9 cos3 0 cos?® 0 = e
¢ 99225’ 2205’
cos’ 8 costf costl = E cos’ 0 cos O cosf = 1 (A.3)
p 24 D 7 945’ pe © P 97 : !

Z pomocyg powyzszych $rednich obliczamy juz latwo 'UZ; oraz cos® Hpqv” dla po-
szczegblnych modeli molekularnych.

| & o ! Dodatek B
Ogélna postaé energii Vten‘so»rowego oddzialywania dwdch ukiaddéw . elektrycznych

W ogdélnym przypadku dany wuklad elektryczny posiada oprécz momentéw
dipolowego i kwadrupolowego, okreslonych przez (3.6) i (3.7), réwniez momenty
elekiryczne wyzszych rzedéw, a mianowicie momenty oktopolowy i heksadeka-
polowy okreslone tensorami [20],
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; 1 :
) (n) 2 \!
.Ql(fﬁy =§Zei" {5Tna7nﬁ7ny_7n% rméﬂy}, (B.1)
n ) .
(i) () 2 4
d);ﬂrﬁ= z Z &n {357'm T gy Tno — 5%2"7,.,7‘"/367,3 + T1L§ 84 6y;} . (B.2)
n 6

analogiczny

gdzie %‘rméﬂy oznacza sume trzech wyrazow 'rméﬂy nﬂéya P98 5

sens majg pozostale sumy.
‘W tym przypadku do rozwinigeia (3.10) ma vy, dojdg dwa czlony,

Y () __ (@) (1) __ (i) (1) (1) ()
=e;@;(r;;)— pPpl @;p.Fafi3 .Qa};y iy~ IO Boivs Fapys™ -+ > (B.3)
gdzie
: €, pan,@_ 1 Hipei) L pino ) o)
P (r”) = :":j + Ta”):”aj - 3 Taz/g @ijﬂ + E agggajy T g,),g ajﬁva + . (B.4)

jest potencjalem panujgcym w $rodku ukladu ¢ pochodzacym od ladunkéw elek-
tryeznych ukladu j. )

Na podstawie rozwiniecia (B.4) oirzymujemy mna pole elektryczne, gradient
pola elektrycznego, itp.:

FO = ;) ,,m+ Tf,’,?y)@(” 15Tff,§3 o, +i65 ffg;as'%?ag—---, B3

/ FO =18 ejmrDu? 4 _ Tﬁgg,s o9 — zf}gy)& o9 + 1(1)5ng;§€,, oD, —.... (B6)
FO, = 1P e - TH,ud + ; Tofs: O — 15 Tf}g;(,m o8P + 1—05 T8 s®Pa— <., (B

F ggyd T%ﬂaei ng;és ?)"‘3 ffé;);asn @(j,,) i ng;ésnﬁ §£39+;6—5T5§élamax%ax (B.8)

Oprécz tensoréw TG, 7D T4 i 78, okredlonych wyrazeniami (3.15) mamy

tutaj jeszcze mastepujgce tensory (dla prostoty ktadziemy Ty= T):
T ogyse =157—11 1637 147,71, — T1° 3 'rarﬂ'ryéae +7¢ 3, ﬂy(sds}
10 15
T

apyden =~ 15r—13 { 6937151, 15T Ty — 6372 Erarﬂryraﬁm 4
15

+7r Z‘rarﬁéyaéen — rﬁzéaﬂéyadm} s
45 15
T opyoens =1057—1 {12877' oTTyToT TyTa— 997 2 Tarﬂ'ry'ra'r,at?ﬂg + v
+ 97t 27'.;7'5";;‘5(5651719 rb Z'ra pﬁas nﬂ}
105

‘ Taﬂyésnﬂx

- —128772 Zrarﬁr TsTeTyO, + 9974 Z‘r 67T 5000, —

=—105r =17 { 193057, 747,747, 7, o7y —

— 918 3'7,746,49 5,,2 + 78 Zénﬂﬁyﬁasnaﬂx} (B.9)
420
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Podstawiajac wyrazenia (B.4) — (B.8) do rozwiniecia (B.3), otrzymujemy

ogolne wyrazenie na elektrostatyczng energie tensorowego oddzialywania dwach
ukladéw elektrycznych:

NS oW e

©

10.
11
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18,
19.
20.

ee; ) . PP
V= —( nes —epy ) T+ ud T —
@D, () G4 o, D @ oG ) ) _
(@aﬂ €; ei@aﬂ) Tﬂﬁ + 3 (@0(3 My —Hg @437 Taﬁ?

L (_Q('L)

@ \ pap W 0 4 @00 |
15\ 2y — &2 )T” i (9) / +”19377)6)Tg§36“

i*“afy afy 15

apyé y0e afy

1
@(1) 74 @(])+4 (@(z)g(;) e

_ oW @(y)) TG _
1 . . .

_ @ @ ) pld @ G @D g (17)— _
105 (‘paﬂvd ejte ‘Z’aﬂva) agys t = 105 (d>a ppobte — Ba Phyoe| Tapyos

1 (@m ) _,_d,(o @(;)) i L o@ pGh o0
315

af = pden agyden 295 afy * afyden °“den
1 o 1 R L .
- @) @ ol () @) mG) ()]
1575 ( ‘Qaﬂy 6&1119 ¢aﬂy¢$9cn0 ) Taﬂydmﬂ— 11025 Qaﬂyd Taﬂy&snﬁx ¢enaz +... (B.10)
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EFFET DES INTERACTIONS MOLECULAIRES SUR LA DIFFUSION
DE LA LUMIERE DANS LES MELANGES DE GAZ REELS

par

S. KIELICH

Résumé

La diffusion de la lumiére dans les gaz réels, dans la mesure ou elle
se distingue de la diffusion dans les gaz parfaits, peut conduire a des
conclusions intéressantes sur la nature et la grandeur des forces qui
agissent entre les molécules. C'est dans ce but que nous donnons une
théorie des coefficients viriaux de la diffusion moléculaire de la lumiére
dans les gaz réels et dans leurs mélanges. Les calculs ont été limités au
premier et deuxiéme coefficient virial, présentés comme consistant d'une
partie caractérisant la diffusion isotrope et d’une partie caractérisant la
diffusion anisotrope de la lumiére. Les deuxiémes coefficients viriaux,
qui résultent des interactions entre des paires de molécules, ont été
discutés pour quelques modéles consistant de molécules sphériques, dipo-
laires et quadrupolaires anisotropement polarisables. Dans le cas des
gaz consistant de molécules anisotropes 6n a tenu compte, en outre des
forces centrales (p. ex. de celles de Lennard-Jones), des forces d’inter-
action moléculaire non-centrale. Afin d’y parvenir, on a donné une
discussion de la théorie classique des forces tensorielles agissant lors
de Tinteraction entre deux systémes électriques différents présentant,
en général, les moments multipolaires nécessaires (unipdle, dipdle, qua-
drupdle etc.) ainsi qu’une polarisabilité électrique anisotrope. En outre
des interactions électrostatiques de différentes espéces, on a considére
les interactions inductionnelles et dispersionnelles. Plus spécialement,
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on s'est préoccupé a calculer les différentes contributions au deuxieéme
coefficient virial de la diffusion isotrope de la lumiére, B, , puisque
celui-ci est directement 1ié au deuxiéme coefficient virial B de 1’équation
d'état des gaz réels de Kamerlingh-Onnes. Dans ce dernier cas on
a obtenu un accord satisfaisant entre les valeurs calculées a partir de la
théorie et les valeurs de B expérimentales.

Il résulte des évaluations que la diffusion de la lumiére dans les
gaz réels dépend fortement, en outre des forces intermoléculaires cen-
trales, des forces non-centrales qui agissent entre les molécules quadru-
polaires ou dipolaires. Ainsi, les recherches expérimentales et théoriques
sur le deuxiéme coefficient virial de la diffusion de la lumiére dans les
gaz réels serviront a enrichir nos connaissances concernant les forces
d’interaction moléculaire et, dans le cas des gaz quadrupolaires, les
valeurs des moments quadrupolaires des molécules en interaction.



